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Die Wechselwirkungen zwischen Magneten und rotirenden
Metallmassen, welche Arago entdeckt hatte, wurden zuerst von
Faraday als Erscheinungen elektrodynamischer Anziehung auf-
gefasst und aunf Strime zuriickgefithrt, welche in den Metall-
massen durch die Magnete inducirt werden. FEs gelang Fara-
day, das Vorhandensein derartiger Strome nachzuweisen, und
die Natur des Phinomens als emer ]uduutmnserschmuung ausser
Zweifel zu setzen. o

Der erste Versuﬁh ~die’ mzw:saheu Qusgﬁbﬂdate Theorie
auf einige hierhergehorige’ El‘EﬁhE‘lllﬂl]gEH -anzuwenden, wurde
im Jahre 1853 von Felici gemacht;.,Es gelang demselben, unter
vereinfachten Bedingungeu' angenﬁhert’ﬁ' Losungen zu erhalten,
die den Beobachtungen fiir das Erste hinreichend entsprachen.

Viel weiter ging im Jahre 1864 Herr Jochmann. Der-
selbe leitete, vom Weber'schen Gesetze ausgehend, die vollstin-
digen Differentialgleichungen des Problems ab, und integrirte
dieselben fiir den Fall, dass der rotirende Korper eine unend-
lich ausgedebnte ebene Platte oder eine Kugel sei. Seine Rech-
nungen fanden sich in schionster Uebereinstimmung mit den
Beobachtungen. Freilich musste er die vereinfachende Annahme
machen, dass die Rotationsgeschwindigkeit sehr klein sei, den
Einfluss der Selbstinduction vermochte er nicht zu bestimmen.

Endlich hat im Jahre 1872 Herr Maxwell in sehr eleganter

Weise die Theorie der Induction in einer unendlich ausge-~
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dehnten, sehr diinnen Platte gegeben und gezeigt, wie sich
dieselbe auf die Arago’sche Scheibe anwenden lasst.

[n der vorliegenden Arbeit ist das Problem vollstindig
gelost fiir den Fall, dass der betrachtete Korper eine um einen
Durchmesser rotirende Kugel oder Hohlkugel sei. Die indu-

cirenden Magnete kinnen dabei im &dussern, oder, bei Hohl-

kugeln, i innern Raum liegen. Auch auf den Fall ist die

Losung ausgedehnt, dass die Masse der Kugel magnetische

‘Polaritit anzunehmen vermag. Offenbar umschliesst dies Pro-

blem die frither gelosten als specielle Falle.
Die erhaltenen Resultate habe ich durch einige Zeichnungen

zu veranschaulichen gesucht.

—

— e R E BT L LA PLELE Y AL AT R

T ]

§ 1.

Festsetzung der Bezeichnungen.

In diesem Paragraphen sollen die Bezeichnungen festgesetzt,
und einige bekannte Formeln, die ich bestiindig gebrauchen
werde, zusammengestellt werden.

1. Das angewandte Coordinatensystem ist das Taf. 1a.
dargestellte. Die als positiv geltenden Drehungsrichtungen sind
in die Figur eingezeichnet. Die zAchse falle mit der Rotations-
achse zusammen. Als Polarcoordinaten mogen verwendet wer-
den g, w, 0. w entspreche der geographischen Liitnge, sei 0
in der xzEbene bei positiven » und wachse im Sinne der po-
sitiven Drehung, 0 entspreche dem Complement der geogra-

phischen Breite und sei O in der positiven zAchse. Gelegent-
lich mbge die Bezeichnung benutzt werden:

z o _ 2 _ 0
by~ Ve T tw, ~ a
& 2 & 0 =_3_
O 0z  Ow,
D 3 9
¥ o *z-ﬁy—:ﬁa

Coordinaten.

ferner werde der Differentialquotient 9 nach Lagrange’s Weise

Ow
bezeichnet, also z. B.

Ox _
D  X°

1¥
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2. Die Rechnungen secien in elekiromagnetischem Maasse

"';T ﬁuﬁﬂmag gefilhrt. Im Uebrigen seien die Bezeichnungen fiir die elektri-
7 elektrischen gchen Grissen diejenigen, welche von Herrn Geheimrath Helm-

holtz im 72. Bande des Borchardf’schen Journales eingefiihrt

sind. Es seien also: |
mygr?
u, v, W, 3
mm3 8ec

die Dichtigkeiten der Strémung nach den =, y, z;

U 1 1
v mm? Mmyr?

W sec
die entsprechenden Componenten des Vectorpotentiales;

3 L
mmi mygr? 5

L4 sec? |
die Potentialfunction der freien Elektricitit;
R mm®
X
8ec

der spm:.iﬁsﬁhe Widerstand des Materiales. Der specifische Vf:’i-
derstand einer Fliche von verschwindender Dicke J, nimlich

i, werde, wenn er als endlich betrachtet wird, bezeichnet mit

d
Tmnt
_ 860
Es seien ferner
A )
mare
w i’
nm? sec

die Componenten einer magnetischen Polarisation;

L T mmr
Mmagre
M g
sec
N

#) Dies ist nicht elektromagnetisches Maass. In letzterem gemessen
ist die Potentialfunktian der freien Elektricitit p,, = ¢ 4%, wenn H.dm
Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Obige Einheit vermeidet den listigen

Faktor %5

5

die Potentiale der 2 y v, letztere als Massen gedacht,
6 (0)
die magnetische Polarisationsconstante,

mm3 mgr‘i
sec
das magnetische Potential; jedoch soll nur derjenige Theil des-
selben so bezeichnet werden, welcher thatsichlich von Magneten

herriibrt, das magnetische Potential der inducirten Strémungen
sei

X

1 1
mmnd magr:

sec

2 verliert seine Bedeutung in der Masse der Hohlkugel, kann

also durch dieselbe nicht fortgesetzt werden, ist also eindeutig
im innern und #ussern Raum.

Mit

82

1 1
mmi mg?*?
s8¢

Y

werde die Stromungsfunktion in einer unendlich diinnen Hohl-
kugel bezeichnet. Um jede Zweideutigkeit im Bezug auf die
Vorzeichen zu vermeiden, ist hier die Bestimmung fiir :
Wichst bei Durchlaufung einer Strecke ds Y um dy, so ist
dy die den zuriickgelegten Weg von der Linken zur rechten
Seite in der Zeiteinheit durchstromende positive Elektricitats-
menge. Bei Durchlaufung des Weges sind die Fiisse gegen
den Mittelpunkt der Kugel, das Angesicht gegen das Ziel ge-
wandt zu denken.

Da wir es im folgenden nur mit Stromungen zu thun
haben, die in concentrischen Kugelschaalen um den Nullpunkt
erfolgen, so kinnen und wollen wir

L
ra
y —7
mm? sec
etwas allgemeiner definiren als eine Funktion von ¢, 0, w, der-
art, dass da Yo—q

die Stromungsfunktion der Schicht zwischen e=a und p=a+da
darstellt,




g Den angefiihrten Grossen sind zur Bequemlichkeit ihre 5. Es sei y die Stromungsfunktion einer Kugelschaale
e Einheiten beigefiigt. | _ vom Radius R, es sei ¥ = Y98 tas Potential einer Masse,
BBEL . Maame der 3. Der #ussere Radius der betrachteten Hohlkugel sei R, 7
o P der inmere . Die Drehungsgeschwindigkeit der Kugel sei w. welche auf der Kugelschaale mit der Dichtigkeit v verbreitet e e
S 4. Wird eine Funktion y, die in einem beliebigen Raum ist, so ist das Potential der Stromung: frGmong in.
.ﬁnmmk]fmng der Gleichung #x = o geniigt, nach Kugelfunktionen entwickelt, 0—_1 2 (il o)
4’;'-'"',_Eua-eli":ua:kthnﬂn~ so soll y, dasjenige Glied bezeichnen, welches den Faktor ¢" ' ‘ , R g
R enthilt, und diese Bezeichnung soll, wenn nicht néberes be- und die Grossen U V W sind: ;
stimmt wird, auch negative n umfassen. _y 0w 2 dw_ 1 9 "
Bei weiterer Zerlegung von y, gelte die Bezeichnung: kR 9z R Oy E da,
VL fiir positive n: y—_% g*ﬂ‘ 2 oW 1 3 .
. ' Xn — QH ) g k 0z R 9z R ﬂwﬂf
| -.-_3 ~ fiir negative n: W = x Ol y O 1 3] -
tn = 0" ¥ 1, "R 9y R 9z R da,
. n Ist & eine homogene Funktion nten Grades in x, y, z,
Y, = 21? (4,; cos iw + B,; sin iw) P; (6), so ist
; 0 aV oU n+1 9 s
fir alle » gelten die Gleichungen: . da By R 9z
. Ay, =0 ?;1 U ng B n—;{- 1 a& -
"* E}Iﬂ. aIﬂ- ﬂxu . ‘ @ Y
fk ﬂ."@“‘;‘l‘jf 33; +57{'}—;:-—ﬂxﬁ. | AW E.}VH 24+1 0
3, 5, = R 0a i
Die mten Differentialquotienten von x, nach den zy 2 Immer ist: ’
sind Kugelfunktionen n—mter Ordnung, sofern nicht ein vor- or 18k: oV  oU 3
| angegangener der nullten Ordnung wird. Die Ausdriicke 5 oy = T’}?
i al’;; an axﬂ- oU aw . o
dw,,’ ﬁmy’ Dw , 0z dx Dy
gy sind Kugelfunktionen nter Ordnung. oW 8V — E
Ferner ist . Oy 0z 0z
Boa 4 Q" ¥,) = (m—n) (m+n+1) " 27, Man findet diese Formeln entwickelt in Maxwell’s Treatise
% ﬁ ) . N on electricity, Vol. Il, pag. 276. Die Vorzeichen sind dort
?4 i ) D (e"Y,) . 0 (¢" Y) 4 a0 (e" Y)) I theilweise andere, es liegt dies daran, dass dort nicht unser
‘# iai . Oz Dy 0z {  Coordinatensystem, sondern das symmetrische angewandt ist.
- (™Y, m Das hier benutzte Coordinatensystem ist dasjenige, auf welches
e ¢ (@™ Yp)- sich die Helmholtz’schen Formeln beziehen.
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- {ieER .- die elektromoto-
AR '3=.i.5.rtmhﬂn Kriifte.
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6. Fiir die elektromotorischen Krifte, welche die als un-
veranderlich vorausgesetzten Componenten des Yectorpotentiales
UV Win dem mit den Geschwindigkeitscomponenten «, 8, y
bewegten Elemente hervorrufen, sind die Formen angenommen:

fms (G- 40) s (305

\ Oz dx /
9 — ow 3 (o 0 U\
_"(&’33; 92/ "\ 0z Dy

g = (E}U 0 W) (3“’ O
— *\8z Ox / 4 Oy 9z )

Es sind dies die von Herrn Jochmann aufgestellten Formen.

~ Die Abiinderung, welche die Formeln des Potentialgesetzes an

den Resultaten hervorrufen wiirden, sind in § 8 besprochen.

Wirken ausser den Stromungen = v w, Magnete 4 p », so
ist fiir diesen Theil der Induction in obigen Formeln zu er-
sefzen:

O9M O8N
u Oz dy
ON OL
V durch B 0.
oL OM
W cf}y Oa

Die so erhaltenen Formeln gelten auch dann, wenn sich
die Magnete im Innern der rotirenden Masse befinden. Befinden
sich die Magnete nur ausserhalb der Masse, so wird, da in der
Masse

dL = o0, M = 0, 4N = o,

A Oy
_ﬁﬂs rﬂy
Oy Oy
V=738, %0z
Oy Oy
3_’:83} '83;1:

fir die Elemente unserer Kugel ist

e=—awy, §=o0z, y=0.

§ 2.
Liosung bei Vernachlissigung der Selbstinduction.

In diesem Paragraphen soll das Problem fiir den Fall ge-
Jost werden, dass von der Wirkung der Selbstinduction abge-

sehen werden kann. Fiir die Stromungen # » w bestehen die
Gleichungen

*u = — o=+ X
XY = — g—E + V7
xW = — g—-f + 3;
ferner, da die Strémung stationar ist, im Innern
g—: + %’ + g—*: =0

und fiir ¢ = R und ¢ = r, :
ux + vy -+ wz = 0.

Hieraus ergeben sich fiir ¢ die Bedingungen:
im Innern:

_ 0% 0y 23
.ﬁf{p‘—- f}m‘iﬂ%_l-ﬁ_zj

und an der Oberfliche:

d .
g£=m&+y%}+23,

welche ¢ bis auf eine additive Constante bestimmen.
Das Potential der im Z#ussern und innern Raum befind-
lichen Magneten sei nach Kugelfunktionen entwickelt:

-} o0

= 2“ Kne

-— 00

Wir betrachten jedes Glied fiir sich und setzen daher das
dussere Potential = y,.

#) Unter Apnabhme der hier fiir ¢ gebrauchten Einheiten.



" Bestimmung

¥ - des elektrischen
i1 Potentlales,

10
Dann ist
9
Y = myi—xr
3=——my%—mw% =mz%g:f——mnxu_.

Daraus folgen fiir ¢ dic Bedingungen:
In der Masse der Hohlkugel

D%,
a) dp = 20 a;
fiir o =r und ¢ = It:
O0p o ( 39% )
b) 3_9_?(9 Dz — NZhn}-

Eine Losung dieser Gleichungen ist:

@ . O,
= 0¥l (E 9z nzxﬁ).

1z

Denn es 1st
Jy )
a A~ _
J(g Y nEYn
Oy Dy
= 2 (22 + 1) 8—:-——%& il: (§ 1,4)
6 |
=2+ 1) %1

so dass die Gleichung fiir das Innere befriedigt ist. Ferner ist
¢ ein Produkt aus o"t1 und einer Funktion der Winkel 6 und w,
daraus ergiebt sich leicht, dass ¢ der Grenzgleichung genigt.
Der Werth der Constanten, welchen man zu obigem Aus-
druck zu addiren hat, um die allgemeine Losung zu erhalten,
hingt in jedem Falle von den elektrostatischen Einfliissen ab,
denen die Kugel ausgesetzt ist. Es kann der Kugel in jedem
Falle so viel freie Elektricitit zugefiihrt werden, dass die Con-
stante gleich Null wird, und es sei dies in der Folge voraus-

gesetzt.

o

11
Aus ¢ folgt unmittelbar:
© 1 O Oy, ) Dy
— E____ — i _—
= a 1 n 4+ 1 i’).-?:(g 0z nekn +a Oz
@ i 1 0 ( Ef}x” ) ﬂxi'
R R B AN LR A A
0 L0 D ) Oxn
w = 1—-ﬂ 192 (_gi 9, M)t zg o — x,,.z.

Multipliciren wir diese Gleichungen mit z y z und addiren, so
folgt ue + vy + wz = 0.

Die Stromung ist also iiberall senkrecht zum Radius, sie
findet in concentrischen Kugelschaalen um den Nullpunkt statt,
Es ist dies eine Folge des Umstandes, dass Gleichung b) nicht
nur an der Oberfliiche, sondern in der ganzen Masse erfilllt ist.

Weiter findet man

_ 0%y 0y )|
v =T 2 000; T 2 000s)
Adv =0

Aw = 0, da auch 4y, = 0.

Uebrigens sind « v w homogene Funktionen = ten Grades
in &, 9, z; es sind also » v w durch Kugelfunktionen »ten Gra-
des dargestellt. Wir werden fiir » v w alsbald einfachere For-
men finden.

Da die Stromungen in den concentrischen Kugelschichten
einander ahnlich sind, so sind sie auch #hnlich denjenigen,
welche in einer unendlich dinnen Hohlkugel entstehen, wir
wenden uns daher zunichst zu einer solchen und bestimmen
den Werth der Integrale 7 V' W, und zwar fiir den innern
Raum, wenn = positiv ist; fiir den #ussern Raum, wenn n ne-
gativ 1st. Nur der erstere Fall soll durchgerechnet werden.
x ersetzen wir durch £ Fir U V W gelten die Bedingungen:

AU=0, 4V=0, 4W =0
im ganzen Raum, an der Kugelschaale
ou, U
Do B0 = — 4 711,

Bestimmung
VoI W, ¥, 1D,
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entsprechend fir ¥ und W; ausserdem die gewOhnlichen Stetig- und es folgen jetzt die iibrigen Afttribute der Stromung ohne
- keitsbedingungen. Allen diesen Bedingungen ist geniigt, wenn } Weiteres aus 4/, Eine willkiirliche Constante, welche noch zu
M Auteuchung man setzt: ét i hinzugefiigt werden kann, ist ohne Belang.
| Zder Fanktion i 4nR o | 1 9 [ Dy, Iy, i Sonach erhalten wir die Lisung unserer Aufgabe fiir eine
.18 Vi=5. % } w1 Oz (Eﬂﬁ'_ﬂgxﬂ)“'mﬂ 1 ! Kugelschaale in folgender Form (§ 1,5):
_ :-. AnR w ‘ 1 O ( aax" . )+1_3IM1 - Es sei o n
- IR - — — 1 e
R 31! 1) Vi= k1 % | na1 0y \¢ 02 n] 99, n = (E) Y, n)0
Sl 9 i ie i i ' 1 I
s 3 _ 4R w 1 1 9 ( ga%_*ﬂgx )+ 2 _An _ﬂzxﬂg ; die inducirende Potentialfunktion, dann ist:
e i v 2n+1 & nt+1l 8\ Bz " 0z ;» L R o o\
i} I ; z Wy, = Y,
o U. (o) = (E)Eﬂ-l-l [ (_l_) oL 2n+1) (n+1) £ ( R ) n
R 4 @ e "\ g 2 R w1
Ond-1 -' W = Ank -2 ( ) Y,
V, (o) = (E) i V; (l) ‘ ¢ Qa4+ 1)(n+1) E\p n
g %; 0 .ﬂﬂ+1 e . F Y " R . _—
wo@ = (2" wi L) Bl n sy dor T
d “' : ‘\e & »
ERAE . \ - . L 4ﬂR i} g P
et Aus diesen U V W wollen wir die magnetisirenden Kriifte 0 = omt1 % R ) Y,
ﬁ,*% B im Innern, namlich o7 BU o 4wRn “ ( R )n+1 b \
Ledn s 9y’ O P e =@+ 1) n+1) k\g n:
Yo -;. :
by b berechnen, und dieselben 5 Aus den Relationen
Fit : 1 9 dU, JU;
*t L n-+1 0y oto ; U = iy, a = —4dnu
G | =—"F @8, R dw, * D¢ Do
,,..1 setzen, wir erhalten so die Funktion ¥ (§ 1,5). Wir finden 5; und den entsprechenden fiir ¥V und W erhiilt man ferner:
o némlich: ;? 1 dy 1 o Y,
1‘;-.'-;-'.{[:5.3“}5- 4R w O axﬂ. E’xﬂ- n+1 0 “ = E dw, n+1 k do
VAT — — |z 1 = 0 : v "”
L koo - 1oy _ 1 w2y,
G Y 2nt+ 1k Oa ;}3’ ;‘” fl ; | f 1 dy 1 w3V
ﬁjir% dnk o E}E’ (3’ axn y axﬂ) =—- R 9 ;. 1' CT RO, a+lk da,
E":‘;E" ?.h r 1. k% g ? d ' Endlich liasst sich der Ausdruck fiir das elektrische Po-
K 9 Also ergiebt sich - . ‘ ) _ )
e o 4 R2 w D 1 a?:n) i tential in der Masse der Hohlkugel umformen. Sefzt man fiir
i * iy, = Gnt ) (a1 & (m dy Yoz ( den Augenblick ¢' = g sin 8, so ist
%}Eﬁ "Er 4 R2 [ E 9 = @ (E,axn . an)
) Gn+1) m+1) & n+1\ Dz B¢
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oder
® . Oy
$ =" axie ™05
und in der Kugelschaale
— ok @ 0¥,
$= =T lsmﬂ-ﬁa—

Ganz ahnliche Rechnungen lassen sich durchfiihren, wenn

n negativ ist, sich also die inducirenden Magnete im Innern
befinden. Wir erhalten aus denselben das Resultat:
Ist die inducirende Potentialfunktion

R -1
| Xn 2(?) Y-.:»n
so 1st
4 7t R® @ (oY
ii. — '
Fi 20+ 1)n k(R)n‘
471 R? w [ R n—+1
] i — !
Ve 2n+ 1)n k ( g) Ta
. 4nR(n+1) o ( Q)” ,
9= Gnxn k\r) M
4 n41
0, = Rk o (R) Y,
2n4+1 £k \op
w R _,
l,f!= k n Y-.Fb
1 w 0¥,
“ n k Oaw,
1 w 3Y,
v= n ok 3(%,
1l o 9Y,
@ n k Ow,
— L R s E’Yn
¢ = -;‘t._ s1n 6 —ﬁ.}ﬁ'.

Von den hier angefihrien Grossen gehen vy, u, v, w, @ un-
mittelbar aus den fritheren durch Vertauschung von =z mit
— n — 1 hervor.

L
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Zu der erhaltenen Lisung mache ich die folgenden Be-

merkungen:

1. Rotirt eine Hohlkugel von endlicher Dicke unter dem
Kinfluss des Potentiales y, (n pos. oder neg.), so sind die in-
ducirten Stromungen:

1 w ﬂx‘u

'I{: —_— L L]
n4+1 x O,
1w Oy,
P o= r——— e ———
n+1 = 3&11’,
1 w 0X,
0 = . B oo e

n+1 x Oo,

und ihre Stromungsfunktion ist:

o &

w_‘;l-_"l"].. x o

2. Es sel y, noch weiter zerlegt, wir betrachten das Glied

'E mn
Xni = Ay ('j;' ) cos vw Py,

Dazu gehort die Stromungsfunktion:

0 w1 eV . .
Wy = nt1 x Am’ (‘R‘) 51Nt @ F-nf*

Daraus ergiebt sich folgende einfache Construction fiir die Stri-
mungslinien, welche ein derartiges einfaches Potential hervor-
ruft:

Man zeichne auf eine beliebige Kugelschicht die Linien
gleichen Potentiales auf, und drehe hierauf die Schicht um den

. 1 : : - :
Winkel — —g—, die gezeichneten Linien stellen jetzt die Strom-

linien dar, welche unter dem Einfluss jenes Potentiales ent-
stehen.

Rotirt beispielsweise die Kugel unter dem Einfluss einer
constanten Kraft, deren Richtung zur Rotationsaxe senkrecht
ist, so erfiillt das Hussere Potential die hier gestellten Bedin-
gungen, es ist » == 1, ¢ = 1. Die Niveaulinien des Potentials
auf der Kugel sind Kreise, also sind auch die Stromungslinien

e

Construktion
der Strimungs-



< Umformung
‘i’ - der Lisung.
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Kreise. Die Ebenen ersterer sind parallel zur Rotationsaxe
und senkrecht zur Richtung der Kraft, sonach sind die Ebenen
letzterer parallel zur Richtung der Kraft und zur Rotationsaxe.

8. Wir konnen den Werth von 3 in eine Form bringen,
welche die Summation iber simmtliche Kugelfunktionen erlaubt,

‘also die Zerlegung des #ussern Potentials nach solchen iiber-

flissig macht.
Es sei n positiv, dann ist

o
[
Jx“dg_ﬂ+1x“'
0

Sei zweitens n negativ, dann ist
0

Y
jxﬂd9=ﬂ+1xm

o0

Also ist fiir positive »

i

@ Xn
¥=") 5, %

L
und fiir negative n
-_ 2 m%d
v % dw O
¢

¢t Summation Diese Ausdriicke lassen ohne Weiteres die Summation zu,
3! Hber die Kugel- _ .
,ﬁ funktionen.  gnd wir erhalten folgende zweite Form der Losung:

Bezeichnet x; den Theil des Potentiales, welcher von in-

neren, 4, den Theil, welcher von #usseren Maguneten herriibrt,

so ist
EI' o0
T g 1) tade— Juide]
Y = D w l Xa &0 X
0 Q
Ebenso ergiebt sich
0 =)
ing 0 do— N v d
@ = — w 5l 8—6-3 Xag @0 Xi a0
o ¢

|
»
i
\
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Fir eine unendlich diinne Kugelschaale vom Radius R wird:
R 0o
@ ) Xq Dy, )
v ?' 5-:-1_&?_;,"‘3}&1 drgﬁ
0 R
R oo
) O y;
—— - i i 'J’.i!’ _ _&
7y msmﬂ* ﬂdg 58 dgi
0

Daraus folgt zwischen ¢ und vy die Bezeichnung:

g Dy
E}m+xsl"ﬂﬂﬂ 0.

§ 3.
Yollstindige Ldsung fiir unendlich diitnne Hohlkugeln.

Es soll jetzt die Wirkung der Selbstinduction in Betracht
gezogen werden, es werde jedoch in diesem Paragraphen die
Betrachtung auf eine unendlich diinne Kugelschaale beschrinkt.
Der Einfachheit halber werde in der ausgefiihrien Rechnung »
als positiv vorausgesetzt.

Einer {iblichen Anschauungsweise folgend, betrachten wir
zuniichst den gesammten Inductionsact als eine unendliche Reihe
einzelne’ Inductionen; die von den iussern Magneten inducirte
Stromung inducirt eine zweite, diese eine dritte, und so fort
ins Unendliche. Wir berechnen alle diese Strome und addiren
sie, so lange die Summe gegen einen endlichen Grenzwerth
convergirt, stellt dieser sicherlich die thatsichlich stattfindende

Stromung dar.
i
o= ()%

Sei
ein Theil der Aussern Potentialfunktion.
cirte Potential ist:

Das von dieser indu-

_ 4R @ o V',

2 2n 4+ 1 k (R) Yo
. 4 7t Rn ® (ﬁ)ﬂ-{_ll"
H@ﬂ+DhVFU k 0 e

2




A Berechnung
.. der successiven
i - Inductionen.

= - - fo S (PR Ay . ; Pt 2y, Ao G P o e
L s H (- LA L L ] o BT ...:.'l\' o Ak -'-"'_'u S ?.'1'_ ok W i i O '.. »
& ot g ke e e ot e S Fiia = WL e SN 1T RO S
ad . 47 S . et | . ; h 5 2 A b

4 : A | e - L) - A - s - N P i o o P ¢ e ol l-‘_._:"_.-. A e DR - o A !._1_.1-_ 3
- -'E-'- B £ N Ty TIPS LA S SR = i Tyl ey =i LT g S T PR L T e

e L gdemies 2y ’ = g e V- Rl = U _:::"-__..'r s - . O N, T, T - i : = g - e . 2L i - 1': L
e : TR T * e - == "y - s L R

iy, |l
Ly

e

-i..-l_l

-
A r
e

Bty e W

T

5

A

-

iy B

g g
+.

s AP
T

e By
e

o T R
- s b

_- " ‘--' :-:-_'.i"

ALE:

A i
L el

' FE AT

N
i - T
- T Al ot
A

18

Lassen wir erstens innerhalb der Hohlkugel eine zweite
rotiren, welche der ersten unendlich nahe sei und sich mit
gleicher Geschwindigkeit bewege, 80 wird in dieser von den
Stromen erster Ordnung (£2;) eine Strimung inducirt, deren
magnetisches Potential im Innern iit: )
4R o\ {0\ vn
ﬂi:(?ﬂ-l*l' k) (‘E) Ya
Tassen wir zweitens ausserhalb der urspriinglichen Hohl-
kﬁgﬁl eine zweite rotiren, die der ersten unendlich nahe sei,
g0 wird in dieser durch den Einfluss der Strome erster Ord-
nung (2, eine Stromung inducirt werden, deren Potential im

Innern ist:
L 4 Rn @
2= CGu+H(m+1) & @u+1l)n &

4ﬂ:R W)E(E ”I}rn
_(2ﬂ+1 k R) e

R

4nR(n+1) o (E )HY;;

Beide Ausdriicke fiir 2' fallen zusammen. Mit beiden
fillt daher auch das Potential derjenigen Stromung zusammen,
welche die Stromung erster Ordnung in der Kugelschaale selber
inducirt. Indem wir in ganz derselben Weise die folgenden
Inductionen berechnen und Alles addiren, erhalten wir fiir die

Gesammtwirkung:

E,_(_&‘_)ﬂiﬂm( 4:’1'th1 )mam}rn
* 7 \R/ 9 27+ 1)k/ dw™

" R)ﬂ+1 o 4nRo Y'O" Y,
Q. = ( m( k)

n+1\p 1 (20 + 1) O™

22 + 1 4nRw )m o™ Yy
Y T e+ 1) ?‘”( 20+ D&/ Dw"

Die erhaltenen Ausdriicke lassen sich weiter entwickeln,

wenn man Y, noch weiter zerlegt. Man hat:

/]
Y, = D (Ay c0s io + By sin i0) Py
0

e
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Wir beschriinken die Untersuchung auf ein Glied dieser
Reihe, und sei also:
Y, = 4d,; cosiw P,.
Dann haben wir:

n dnRwr . 4dnRot
0. — (i) | ‘ ( wRw1 :
i Am R Pm ?{2ﬂ+ 1),#: SN 2 w {2n+ l}k COS 1 m
dnRwi \* ., . danRwy '
((2ﬂ.+ m:) R s 1)&,)'3““”“'_””;'
Setzen wir zur Abkiirzung
4nRwe

Gn+ 1) = h, (hist eine reine Zahl)

so wird jetzt:
g n
Q= A,; (—R ) P,; (sin 7w — h cos {m)

X1 — A2+ hA— 05+ ., )k

Ist % ein dchter Bruch, so convergirt die in 2 enthaltene
Reihe und wir erhalten:

o \' A .
Q; = Am‘( )1+f¢3 (sintw — & cos1m) Py,

R
n R+l g .. ‘
2, = — Amf(?) 78 (sintw — h costw) P,;
2n + 1 h . -
W= I 3D IT7 (siniw— A cos 1w) P,;.

Ist A)1%), so divergirt die in 2 vorkommende Reihe,
und die Auffassung des Phinomens als einer Reihe successiver
Inductionen ist nicht mehr zulissig, da jede folgende grosser
als die vorhergehende werden wiirde.

Nichtsdestoweniger gelten die aufgestellten Formeln fiir
Jedes &, wie man leicht a posteriori verificirt und auch durch
dieselben Schliisse ableiten kann, welche wir bei Hohlkugeln

*) Eine kupferne Hohlkugel von 50mm Radius, 2mm Wandstiirke,
muss beiliiufig ca. 87 Umdrehungen in der Sekunde machen, damit fiir
t=1, n=1, h=1 werde.

Q%
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von endlicher Dicke anzuwenden haben werden. Da ich die
vorliegenden Formeln nochmals aus den allgemeinen ableiten
werde, will ich mich hier nicht bei denselben aufhalten.

" Wir setzen noch:

tgd = A,
dann konnen wir schreiben:
o T

ﬂi = f]m' (—‘%') sin d sin [zm - (I) Pﬂf

n nt1 o

Die Lisung: R, =— 7 Ay (_E*_) sind sin (tw — d) Py;

W = 1 2?: a.++11} sin d sin (1w — d) I’,;.

7T (7

Das Resultat ist also das folgende:

1. Die Stromungsfunktion, welche eine einfache Kugel-
funktion inducirt, ist eine einfache Kugelflichenfunktion der-
selben Art, wie diejenige, welche in der inducirenden Funktion
enthalten ist. Die Construction, welche wir frither (§ 2,2) zur
Bestimmung der Stromungskurven anwandten, konnen wir da-

Construction her auch hier beibehalten, wir haben aber die behandelte I{ugel-
.~ der Btromlinien, a

schicht im Sinne der Rotation um cinen gewissen Winkel —

gegen die frither festgesetzte Lage zu drehen.
ist bei kleinen Drehungsgeschwindigkeiten diesen proportional,

: : 3 0 o T
bei grosseren convergirt er gegen die Grisse 97 Die Inten-

sitat, welche anfangs den Rotationsgeschwindigkeiten propor-

langsamer und convergirt gegen eine feste Grenze.

. i 2
2. Wird schliesslich 2 = oo, 80 wird d = 50 also

k
2= — 1
$31 1 - Die Geschwin- 9 = Xn
dlg’l:ﬂit ist un- R e |
1 .+ endlich.
" 22 + 1 —

= dn(m+ 1)

Dieser kaﬁl |

tional wichst, wiichst bei steigenden Werthen derselben immer
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Dieser Schluss gilt nicht fiir diejenigen Glieder der Ent-
wickelung, welche symmetrisch zur Rotationsaxe sind. Fir
diese ist 4, also %, also £ gleich Null fiir jede Drehungsge-
schwindigkeit. Diese Glieder rufen keine Stromung, sondern
nur eine Vertheilung freier Elektricitdt in der Kugel hervor.

Eine unendlich schnell rotirende Hohlkugel lisst also nur
diejenigen. Theile des iusseren Potentiales in ihrem Innern
wirken, welche symmetrisch zur Axe sind, sind solche Glieder
nicht vorhanden, so ist das Innere der Kugel gegen den Ein-
fluss von Aussen geschiitzt. Ist das Potential eine Kugelfunktion,
so findet die Stromung in den Linien gleichen Potentiales statt.

3. Fiir das elektrische Potential, welches , entspricht,
hatten wir gefunden ohne Beriicksichtigung der Selbstinduction:

y = n—+ 1 Rsmﬂaa:';‘
Mit Beriicksichtigung der Selbstinduction werden wir haben:
— w . Oy, + 8
Y= -:a+lREmﬂ 00

Daraus folgt: Die Gestalt der Niveaulinien des Potentials bleibt
(fiir jede inducirende Kugelfunktion) ungeindert durch die Selbst-
induction, die Niveaulinien erscheinen um denselben Winkel ge-
dreht, wie die Stromungslinien. Fiir die Theile des #ussern
Potentials, welche symmetrisch zur Achse sind, wichst ¢ ins
Unendliche bei wachsender Gescliwindigkeit, fiir die iibrigen
convergirt es gegen einen eudlmhﬂu Grenzwerth, welcher sich
leicht bestimmen lisst.

Ausartungen der Kugelschaale,

Wir lassen jetzt den Radius der Kugelschaale unendlich
werden, die Variationen des inducirenden DPotentials aber end-
lich bleiben, wir untersuchen sodann niher die elektrische Be-
wegung am Aequator und am Pol. Wir erhalten so die Theorie
geradlinig bewegter und rotirender ebener Platten. Erstere kann
als ein specieller Fall letzterer angesehen werden, es empfiehlt

Das elektrische B
Potential, 1

Ebene Platten,




6L Geradlinig
_bewegte Platten.
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gich aber in mancher Hinsicht, diese Fille gesondert zu be-
handeln.

A. Geradlinig bewegte Platten.

Wir fiihren das Coordinatensystem der & 4 { ein, dessen
Zusammenhang mit den =, y, z durch Tafel 1b. gegeben ist.

Die Richtung der ¢ ist die positive Bewegungsrichtung.
Die wirkenden Magnete denken wir uns in der Kugel, also auf
der Seite der negativen {. Wir haben zu untersuchen, welche
Form in den ¥ 4 { die Kugelfunktion

R n-4-1
-Am! (?) - C0Stw Pﬂi
annimmt.

Um endliche Variationen zu erhalten, haben wir » und <

" oo werden zu lassen von der Ordnung von R, wir setzen

fiir n n R
fir ¢ r R.
Wir ersetzen ferner
e, w, 0
durch
R+, ;, g + i.

Dadurch geht iiber:

R\ 1 .
(——-—) in ¢~ ™
e

co8 tw In COS 77,

P,;(6) muss in eine solche Funktion von & iibergehen,
dass das Produkt derselben mit ¢~ ™ cos»rq der Gleichung
4 = 0 geniigt. Eine solche Funktion ist cos s& oder sin s&,

wenn
n? = r® 4 g
ist.
Sonach nehmen die friiheren Kugelfunktionen jetzt die
Form an
A, e cos rq cos s&,

und verwandte.
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Als Summe solcher Formen ist die fussere Potentialfunktion
x darzustellen. Diece Darstellung hat duarch Fourier’sche In-
tegrale zu erfolgen.

Fiir jedes Glied (Element) der Entwickelung geht nun die
Lisung unmittelbar aus dem friiheren hervor,
filhrte setzen wir

Fiir das ange-

271r o

t»g6= 'kj

n

worin & die Geschwindigkeit der Platte bezeichnet, und haben:
R, = A e~ sin d sin (rq — J) cos s&
Q_ = — A, " sin d sin (rg— J) cos s&

1 : .

Y =5 - A, sin d sin (rq — d) cos s&.

Durch Summation iiber alle Glieder folgen die vollstin-
digen Integrale des Problems. Die Summation lasst sich aus-

fiilhren fiir den Fall, dass % unendlich wird. Dann ist

k
&=—"2‘;_, sin d = 1,
also
1 —
V=g b

Auf der den Magneten abgewandten Seite ist dann das
Potential Null, die Stromung erfolgt iiberall in den Niveau-
linien des inducirenden Potentiales.

Abgesehen von diesem Grenzfall ist indessen die Anwen-
dung der obigen Lisung eine sehr weitliufige; wir sehen uns
deshalb nach Naherungsmethoden um. Zu solchen gelangen wir

zunichst wieder durch Einfiihrung der successiven Inductionen.

Damit die Betrachtung derselben erlaubt sei, muss ane ein

k
dchter Bruch sein, ist diese Bedingung erfiillt, so fiihrt die

Rechnung, wie schon im allgemeinen Falle gezeigt ist, zu einem
convergenten Resultat.

Die Lisung.
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Wir gehen wieder von der unendlichen Hohlkugel aus.
Zu der inducirenden Potentialfunction x_, ; gehdrte im
aussern Raum die inducirte Potentialfunktion:

4R w Oy_, 1

L = 2n+1 & Ow
_h Lassen wir nun R unendlich werden, wiahrend wir ersetzen
7 E— durch JlLFEi
Bm 89‘1
n#n  durch n» R
wR durch «
Y—n-—1 durech %, = 4, e~ cos re COS 8§
g0 wird
_ 27wa 1 Oy,
4 k n

Aber es ist:
o0

An
J W dl = .

Also ist, nach Summation iiber alle »

oo
Q= 2t

Aus diesem 2 konnen wir nun in ganz derselben Weise
das inducirte Potential zweiter Ordnung erhalten, und indem
wir in derselben Weise fortrechnen, erhalten wir schliesslich
das Resultat:

2 cua 2 EDDDDE}E
i o - TECL _;.n_' T LA A
EJEHMLtiFu ﬁ-l"_ k j'qd;+( k )j _.?}-df_
s £ £
R_(—§=—282_(
1 —
v = 27 ok

Diese Reihe fihrt, hinreichend fortgesetzt, zu dem exacten
Resultat; in der That ist sie nur die Entwickelung desselben
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nach steigenden Potenzen von - T wie sich in folgender

Weise zeigt:

~ In der Kugelschaale lasst sich das zu X(—n—1); gehorige
2 1o der Form darstellen: (Seite 19 unten.)

1 h ©
Q, = 4 :
a 1+fa“( i Ow + A ;I)
B — _4nRwi
2n + 1) &

Machen wir nun wieder die auf die ebene Platte beziig-
lichen Substitutionen, entwickeln

1

T = 1 — A2 — 85+ ...,

und setzen fiir %4 seinen Werth
2w ¥
k w

so folgt
2, = 2wee 1 Oy, (2;?:::)2 f_ N (2:.11::)3 17 Dy,

k n Og k / uE K k 7/ n® Oy

2\t o :
+( k ) gk Krs T e
aus welcher Entwickelung die vorige folgt, wenn man die Re-
lationen

(1

00

Xrs E}EI
qj.x-rs af = 9 q;*? = ’-"Exrs
¢

anwendet, und die Summation iiber alle » und s ausfiihrt.
Hieran kniipft sich naturgemiss der Versuch, fiir sehr grosse

Werthe von

 eine Entwickelung nach absteigenden Po-

tenzen dieser Griisse zu erhalten.
Ist &)1, so haben wir

1 _1__(1 1 1
14+ A2 2 _";'F"‘?F""'“)’
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also:
ko n Dy AN
24 = "X T Qna 1 Oq +(2fmr) R
( k )3 n® 8.1::-"3
T \ona/ Ry

Die Glieder dieser Reihe lassen nun allerdings, wie der
Versuch zeigt, eine Darstellung, welche unmittelbar die Sum-
mation dber alle g, erlaubt, nicht zu; setzen wir aber voraus,
das x symmetrisch zur 5 Achse sei, so dass in seiner Ent-
wickelung nur Glieder mit cos 7y vorkommen, so haben wir

. O trs
— Nihrs — dt

und konnen dann wenigstens fir die Glieder erster Ordnung

. k
in
Annihernde 2nra

die Summation ausfithren. Indem wir uns auf diese

X701 Werthe der Ge- beschrinken, erhalten wir:

k Oy
% 'B_g“ dn,

2t

2, =

und fir das sehr klein werdende Gesammtpotential auf der
positiven Seite:
k Oy

L+ y= 2@ a—g_dq.

Ausser der schon angefiihrten Bedingung miissen wir dieser
Formel jedoch eine weitere Beschrinkung auferlegen.
2na

k
gewisse Elememente, fir welche » verschwindet 4 ( 1, also die

benutzte Entwickelung ungiiltig werden. Dieser Umstand hat
zur Folge, dass der aufgestellte Ausdruck nur in einem be-
grenzten Gebiet gilt, welches iibrigens um so weiter ist, je

Ist namlich

auch noch so gross, so wird doch fiir
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2 . .
grisser -—?1 wird. Ich verwsise deshalb auf die gleich fol-
gende Betrachtung (Seite 29).

Wir bestimmen noch das Potential ¢ der freien Elektricitiit.

Dasselbe ergiebt sich aus dem fiir die Hohlkugel gewonnenen o otential der
Resuitat durch ganz dieselben Substitutionen, welche wir be-
stindig angewandt haben und wird erhalten:

1. obne Beriicksichtigung der Selbstinduction:

a0
___ Dy ..
p=a § =2 di
0 8§
2. mit Beriicksichtigung derselben:
e &)
— O(x+ 0
P = ﬂf (IB = ) df.

o

Von Interesse ist der Fall, dass die Geschwindigkeit e un-
endlich wird. Nehmen wir an, dass y symmetrisch zur 5 Achse

ist, und beschrinken uns auf ein endliches Gebiet, so haben
wir fiir &« = oo,

also wird

¢ ndbert sich also bei wachsender Geschwindigkeit einem festen
endlichen Grenzwerthe.

B. Rotirende Scheibe.

Es werde jetzt die Nachbarschaft des Poles betrachtet, wir
erhalten so die Theorie einer unendlichen rotirenden Scheibe.
Die inducirenden Magnete mogen wieder im Innern der Kugel

Rotirenda
Beheiben,
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gedacht sein. Die Schliisse, welche wir anzuwenden haben, oo a0 60 |
. : : | 2w Oy Qe \2 [(* D2 y |
sind den im vorigen Falle gemachten ganz analog. . 2, = > dz + (___-__) Bl 2 % S Zweite Form
. . . k 0w k . 0 w? *  der Libsung.
Als Coordinaten benutzen wir o, w, z; ¢ soll hier den z - > %
senkrechten Abstand von der Rotationsaxe bezeichnen. In den |} R_(—z) =— 92 (2)
allgemeinen Formeln haben wir dann zu ersetzen: W = 1 3
o durch R + 2 2 T
6 dureh & Die Giiltigkeit dieser Formeln ist aber an eine Beschrin-
R | | kung gekniipft, welche den friiheren analogen aufzuerlegen wir
2 w bleibt @, i nicht nothig hatten. Ihre Ableitung setzt nimlich voraus, dass Bemorkungen
B oo ' ; . . 7 letz A
4 nach Einfihrung dieser Substitutionen haben wir R unendlich fir jedes einzelne Glied der Entwickelung von x die Anschauung i
53 werden zu lassen. Es geht dann eine einfache Kugelfunktion der Gesammtinduction als einer Reihe successiver Inductionen
A sber in die Form: erlaubt sei. Nach den Resultaten, die wir fiir Kugeln erhalten
B L haben, ist diese Bedingung nur fiir diejenigen Glieder erfiillt
; A,; e ™ cosiaw J(ng), ’ e i & Jenig ulit,

fiir welche 7 - ein fichter DBruch ist. Nun kann aber 2

jeden Werth von Null bis co annehmen, fir eine Reihe von
Gliedern ist daher die nothwendige Bedingung nicht erfillt, das
Resultat kann also nur ein angenilertes sein. In Bezug hier-
auf bemerke ich folgendes:

1. Im Endlichen versch'winden die Glieder, fiir welche »
einen sehr kleinen Werth hat, gegen diejenigen, fiir welche » -

(und in analoge), in welcher J  die ite Bessel’sche Funktion
bezeichnet. Durch Integrale, welche den Fourier’schen ganz
analog sind, ist das gegebene y in Glieder dieser Form zu zer-
spalten.

Wir behandeln jedes Glied einzeln.

Setzen wir: |
Qw )

tgd = ——+—, ¢ einen endlichen Werth hat. Der in obiger Formel begangene
‘ | ¢ Fehler muss daher zuniichst fiir grosse ¢ einen merklichen :
so ist fr das angefiihrte Glied die Lisung des Problems: L Werth erhalten. _ .';
R, = Ay e " sindsin(io—d)J (ne) 2. Die Grisse 2?;:“] kann immer so klein gedacht werden, :
Q_ = — A,; ¢ sind sin (i —0) J* (no) j  dass innerbalb eines gegebenen Gebietes die Anniherung eine ;
1 ; j  gegebene sei. Denn eine Verkleinerung von :m vermindert 3
= — 1 in{twe—d)J . . . k
Y = 5— Ay, sind sin (G d) J* (ne) { die Anzahl der Glieder, welcher der erforderlichen Bedingung ¢
Durch Summation ergeben sich die vollstindigen Integrale. | nicht geniigen, eine beliebige Verkleinerung vermindert die An-

zahl derselben in beliebigem Grade.

. ; i ick h Pot : : sk ot :
Wir suchen wieder eine Entwickelung nach Potenzen von Die genaue Bestimmung des Giiltigkeitsgebietes bei einem

2w Y3 _ : -
— 2u erhalten, durch Beriicksichtigung der successiven In- gegebenen _2_?;_“-" und gegebener Anniherung diivfte Schwierig-
ductionen. Durch genau dieselben Schliisse wie oben erhalten keiten haben, fiir die Anwendungen ist diese Bestimmung ohue

wir: Wichtigkeit, da es sich hier erstens immer um sehr kleine
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W . : :
Werthe von 7 zweitens nicht um unendliche, sondern um

. begrenzte Platten handelt.

......

Die Gleichung

O
— X
Q k O w dz

z

| moglichkeit, ist exact, wenn man von der Selbstinduction absieht. Es zeigt

die Selbstinduc-

tion zuvernach- gich also, dass die Erlaubniss, von der Selbstinduction absehen

itin

k
gondern auch an die Beschrinkung auf ein gewisses endliches

Gebiet gekniipft ist. Die Grisse dieses Gebietes hiingt von
2w

k

zu dirfen, nicht nur an die Bedingung, dass klein sei,

ab, iiber dasselbe hinaus aber ist ohne Beriicksichtigung

[ der Selbstinduction auch keine angeniherte Bestimmung der
e

Stromung mehr méglich. Ein ganz analoges Resultat wird uns
am Ende des § 4 begegnen.

k

i ' Auch eine Entwickelung fiir grosse Werthe von 2mw Jisst

W81 fiir grosse Werthe

sich aufstellen. Wir bezeichnen mit y, den Theil von yx, welcher
symmetrisch zur Rotationsaxe ist, mit y, = y — %, den Rest.
Dem y, entspricht fiir jede Drebungsgeschwindigkeit der Werth
~ Antiberung 2 = 0. Wir erhalten daher, wenn wir yx als symmetrisch zur

{1531 der Gesctwindig: ,, 2w
P e, 0z Achse annehmen, fiir grosse Werthe von %
k M,El

2w 0z
0

TR
]

Die Ableitung ist dieselbe wie oben. Die Reihe lisst sich
hier auch vollstindig und auch fiir solche 3 ausfithren, welche
nicht symmetrisch zur « Achse sind; ich gehe darauf nicht
weiter ein. '

Zum Schluss bestimmen wir das Potential ¢ der freien
Elektricitat. Durch die passenden Substitutionen ergiebt sich
aus den allgemeinen Formeln:
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1. ohne Beriicksichtigung der Selbstinduction:

Diesem ¢ ist eventuell eine Constante von der Grisse , Potentisl der
hinzuzufiigen, dass in der Unendlichkeit ¢ = O wird. Die “**
Formel, zu welcher wir gelangt sind, ist schon von Herrn
Jochmann angegeden fiir den Fall, dass yx symmetrisch zur

zAchse ist, es zeigt sich, dass dieselbe ganz allgemein gilt.

2. mit Beriicksichtigung der Selbstinduction haben wir:

> Dy + 0
X+ '}dz.

¢ = we S

0

Fir co werdende w erhalten wir, wenn y symmetrisch zur
@ Achse ist:

o0 o
&) |
. do 2me) Op
0

Das erste Glied wichst mit w ins Unendliche.

Wir haben bei der Behandlung ebener Platten immer an-
genommen, dass nur auf einer Seite der bewegten Platte sich
inducirende Magnete befinden; diese Voraussetzung ist un-
wesentlich. Ist sie nicht erfiillt, so zerlegen wir das gesammte
Potential nach seinem Ursprung in zwei Theile, und behandeln
jeden s0, wie dies oben an einem von ihnen gezeigt ist.

§ 4.

Vollstindige Losung fiir I{ugeln und Hohlkugeln von
endlicher Dicke.

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der Induction in
einer Hohlkugel von endlicher Dicke. Um Weitlaufigkeiten zu

vermeiden, moigen zunfichst nur im #ussern Raum inducirende
Magnete vorausgesetzt werden.
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oder theilweise im Innern der Kugel liegen.
von U, V, W inducirten Strdme «', o, w'.

. — - g M E i
] B it ——— g "
- - r

bt L - E =t : !
e P T S i A L T = - Lk BrT
- - - . =y ——— » = b - E -
A - —

und an der Oberfliche:
um+ﬂy+wz=0.

Wir setzen zur Abkiirzung

11 stehen die Gleichungen:
;ﬂi! il .99 mm(fﬂ Vv 9 U)
'FEH* *u = Ox O Dy
R
Iuie. o Differen- D oV U
'Eﬁﬁl tial;:{ielchnt:ﬁenir xp = — % + ay ([E}.:.!: E’ly )
i . 3 oW _27) (:-fl_r.{_a i
1 OO0 T O (W Bz "I\o:
ferner im Innern:
% -}- Ellli -+ ?E = ()
O0ax Oy z

ist, erhalten wir nun fiir ¢ die Bedingungen:
In der Masse der Hohlkugel:

ov  dU
| dg = 2o oy ay)—l-m(‘*ﬂJV—ydU],
und an der Grenze
dp | 4 (dV E’JU) )
r' 9¢ e ig (E’m dy #Gl'

Wir beweisen zunichst den folgenden Satz:
Haben U V W die Form:

Batz, welcher
i die Grundlage des
'155;1 Folgenden bildet,

ow vV oU oW oV adU
O=u= (ﬁ; __W)h}-y(_ﬂs ?J.i:)_l“z( da Dy
- Unter Beachtung des Umstandes, dass
dz © 0y | 0z

Es seien U, V, W die Componenten eines Vectorpoten-

tiales, welches von geschlossenen Stromen herrithrt, die ganz
Wir suchen die
Fiir dieselben be-

,
3

).

j
%
E?
i
B
!

|
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Dy Ox
U= (y o O
¢ (3‘ 0z Oy
Oy Dy
V= 97k n i
¢ (’E O ¢ ﬂﬁ)
\ Oy Oy,
W = m( n ﬂ-)
e\’ Dy Y0z )
welche Form der Gleichung
avu + oV oW
Oz Oy Dz

geniigt, so sind die Losungen der vorstehenden Differential-
gleichungen:

D
¢ = — wg" (E‘E B ?wx:m)
= we"*1 sin g %’?
x &\ oz fly)
@ D i D2y
= — i
x ¢ " or ° E}z)
w' —_ E N (m ﬂx:l- ax;’l)
x © Ay Y x)

Um den Beweis der Richtigkeit zu fithren, driicken wir
zuniichst die Bedingungen fiir ¢ in y, aus. Es ist (§ 1,4)

Oy Oy
4= m—ﬂ( n s
m(m+ 20+ 1) Y3, 7 Dy
Oy Oy
. m—2 i "
AV =m(m-+ 22+ 1)p (z . "Eﬁ}s)
Ay Dy
_ M9 n
AW=m(m+ 2n+ 1) " | = By yﬂ;)
0
YydU—adV=m(m+ 2a + 1) g*"_ﬂ(gﬂg}‘ — ﬂ-ﬁxn)

0
2AV—=ydW=m(m+ 2n + 1) E,Tﬂ"?(gs_jff — ?L"Exu)

Oz

Ef}xﬂ-

., TN yx;a)

2AW—z AU =m(m-+ 20+ 1) g™ 2 (g 3y
3

Bewels des-
selben,
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ferner:
dvV oU Dy ‘ Dy,
— m—2( e ™ o m S AR
9z Oy me (9 22 mxﬂ) " (n+1) &~
ow oV 01, Oy,
R e Py M My i
By 5. = mg' (g 5 nmx,t) ¢" (n+1) 5
DU oW Oy D%
— —2( g Mt _m A
o o = ___mgm (Q E}y ﬂ;.yxn) 0 (ﬂ+1} 3_3;1
Daraus folgt:
| O =—alm+1)" g,
Also werden die Bedingungen fiir ¢:
I -
Adp = — am(m + 2n + 3) (gﬂ--ﬁ;j — N :;._f”) "2
Oy
— 2w (n+ 1) gm-;éf;
an der Grenze:
dg _ o (2 )
E]—Q—-—-(m+ﬂ+])e 0 (g ) R Y e
Diesen Bedingungen aber geniigt ¢, denn es ist
erstens:
0 D . ’
dp = — m[J (Em+2 —ﬂ?) — 2n Tfl; gm x”} — nZ A (g? f*}] ;
n Oln dn 1) — 2n] .
= — @ g -aT[(?Ja+2){ﬂ1+ n+ 1) —2n

—ﬂﬁgm_g %, [ (m 4+ 20 + 1) + Qm]%

Ox
— 1?1; (m 4+ 20 4+ 3) Em_g (!?2"{?-'; - "”Iu)

-

I

dy,
+ 2 (n + 1) o" E”_”L

wonach die erste Bedingung erfiillt ist;
zweitens ist ¢ das Produkt aus einer Funktion der Winkel

m--n-+1

und o , also

dp m4+n+1
Jdo 0

P

T T T T R T

£, e T e e
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wonach auch die zweite Bedingung erfitllt ist. Aus dem so
als riechtig nachgewiesenen ¢ folgen aber die «' »' #' durch die
urspringlichen Differentialgleichungen, zunichst allerdings in
einer etwas complicirteren Form. Ganz dieselbe Form ist aber
schon Seite 11 aufgewreten, und es hat sich schon dort gezeigt,
dass sie mit der hier gegebenen identisch ist.

An diesen Satz kuiipfen sich die
kungen.

folgenden

1. Wir konnen in demselben g™ durch ‘eine Reihe von
Potenzen, deren jede mit einer willkiirlichen Constanten multi-
plicirt ist, also durch eine willkiirliche Funktion von ¢ ersetzen.
Wir koonen zweitens y, durch eine Reihe von Kugelfunktionen
verschiedenen Grades mit beliebigen Coeffizienten ersetzen, da
die Ordnungszahl 2 im Endresultat , keine Rolle spielt. Hier-
ans ergiebt sich folgendc Verallgemeinerung des Satzes:

[st x eine ganz beliebige Funktion und

so sind die von U, ¥V, W inducirten «' v' w':

, w Oy
W= d
¥ ),
, w Oy
n = phalle
% f}my
X w Oy
W == — — — -x-.
¥ Uw.

Es ist nicht schwer, diesen Satz mit den in fritheren Pa-
ragraphen erhaltenen Resultaten in Verbindung zu setzen.

2. Die durch obige Formen gegebenen U ¥V W riihren
J%

Bemer- roigerungen.




i Die Strimung

& A4 poschieht immer

i i T %ﬁ"- in concentrischen
]{ngelmhaal.cn

I I

o g Berechnung
e # Y  der successiven
it Inductionen.

folgen.

immer in obiger Form darstellen.
in der Entwicklung der Stromungsfunktion,
Kugelfunktion enthilt, so haben die zu diesem Gliede gehirigen

concentrischen Kugelschaalen.

36

von Stromungen her, die in concentrischen Kugelschaalen er-

Denn es ist
2dU + ydV 4+ z4 W = 0.

Umgekehrt lassen sich die U, V, W solcher Strimungen

Denn ist g, f(e) das Glied
welches die nte

U, V, W obne Weiteres die obige Form.
Andererseits geschehen auch die inducirten Strimungen in
Denn es ist

uax + vy + wz = 0.
‘Wir folgern daraus:

Eine Stromung, welche in concentrischen Kugelschaalen
erfolgt, inducirt eine Stromung, welche dieselbe Eigenschaft hat.
Und weiter: Die Stromungen, welche in einer rotirenden Hohl-
kugel durch ruhende Magnete inducirt werden, erfolgen immer
in concentrischen Kugelschaalen um den Nullpunkt.

3. Ls ist

g =0(V—yU),
sobald U, V, W die obige Form, also die inducirenden Strome
die besprochene Eigenthiimlichkeit haben. Wir werden dies In
§ 8 benutzen miissen.

Es ist nun nicht mehr schwer, die successiven Inductionen
zu berechnen, welche ein gegebenes dusseres Potential hervor-

ruaft.
fanden die Strime erster Induction:

1 w Oy
“T a1l x Owm,
_ 1 e
T a1 x Doy,
1 w Oy
T a4+l 2 da,

Die zngehorigen U, ¥, W) sind:

Sei y, das nte Glied in der Entwickelung desselben. Wir

o s bt GRS AR b i it SIS 2 & S P P M i o

. flichenfunktionen sind.

“und eine Integration nach ¢ giebt die angefithrten Werthe.

Al LR R i L ey

I = Qa0 ax*( 12 0 9 p2i=+3
Yoa41 x Qw, \2n+1 2u-+43 ?n+l}(2u+3]g“":’ )
Vv — 2 w Oy R2 Qﬂ 9, 2n4-3 )
Va1l 200, 2u+ 1 203 (2n+1)(2n+8)e2 L

W — 2n o El'x'( R? B 0 ) Q p2n+3 )
Conl % 9w, 224+1  2n+3  (2u+1)(2n+3)e2 L)

Man findet diese Werthe durch eine einfache Integration,
indem man beachtet, dass w, v, w0, Produkte von ¢" und Kugel-
Das Potential jeder unendlich diinnen
Kugelschicht im Innern und Aeussern derselben ist bekannt
Es
folgen aus denselben die Stromungen zweiter Induction:

2y = 2n (E)’ A" R? 0 9 p2n-+3 )
n+1\%/ dw, \2n+1  20+3  (2n+1)(2n+38)e2" !
0 2 ( ) Oy’ RE 0* 9 p2n+3
2 n+ 1 3my 2n+1 2043 (2n-41) 2“+3}Eﬂﬂ+l)

9 ?.‘.E'.r.t-i-ﬁ )

= 25:()31;(133 0’ )
: n+1'%/dw, 2n+1 2043 (20-4-1)2n+3) 2" 1

In derselben Weise kann die Rechnung beliebig fortgesetzt
werden, die Resultate derselben werden jedoch immer com-
plicirter und wir wenden uns daher zur exacten Losung des
Problems.

Wir saben, dass die Strimungen immer senkrecht zum

. Radius sind, wir konnen also wieder von der Strimungsfunktion

Gebrauch machen.
Sei f(p) = f eine beliebige Funktion von g, sei
Y =2e"f* X
die Stromungsfunktion eines in der Kugel bestehenden Strom-
systems.

Die Stromdichten sind:
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. Oy
w=J 0w,
. X
v = E}my
0

w=f dw,

Sei nun F(p) = F eine zweite Funktion von g, welche
mit f durch die Gleichung verbunden 1ist:

I
Q
4 7 1 E“-I_Ef(a} da 4 Jigi‘.‘n-{—l {I..f(ﬂj dﬂl

' a
2n+1 Q‘zu'l_l , j

_?'I

aus welcher durch Differentiation folgt:

_d;__ ( -—2n _d’_ n41 F}): _ 4“_?;.{9}*
de \& do (e
Es sind dann die zu w, v, w gehorigen u, v, w:
| , ,
U — F An
0wy
. D xn
V=1F E}m
a 1
W= F—
Qw,

Daraus folgen die von dem System inducirten Strome:

® _ Oy
w = ® F Doy
2 ,3::';;

r:______}f._._._.
v % E}my

N F
' ) 1{,,8.1'“
w = a B mz*

Die zu diesem System gehirige Stromungsfunktion ist:

(1)) r
y=—efm

30
Es inducirt also die Funktion

Y=290-fx

die andere

’ )
Y=——0ely

Es bedeute nun i die in der Kugel unter dem Einfluss
der dussern Potentialfunktion y, thatsiichlich bestehende Stris-
mung, i, sei die von den fAussern Magnetismen direct inducirte

Stromung, dann ist offenbar die Bedingung des stationiren Zu-
standes:

Y =1, + y.
Um diese Gleichung weiter zu entwickeln, zerlegen wir Yn
und betrachten jedes Glied fiir sich; sei das vorgelegte:

1
Xni = A (-%) COS 1t ij.

Wir haben dann (Seite 13):

® o\ 1
4 E(R)n

Y, =

{ St P.

Setzt man nun

w—l

so wird

w e ¢ .. .
. e (R)n 11 Vi@ siniw + £, (o) cos tw) Py

T A T I R T IR R T

; ‘Die Gleichung @ = v, + o/ ist nun erfiillt, wenn #, und
EE J3 den Gleichungen geniigen:
;
3
b
K.!

fl(@') =1+ i’? k(o)

g L@ = — 2

i durch welche /, und 7/, vollstiindig bestimmt sind.

Denken wir uns f; und f; gefunden, so lisst sich das Re-
sultat der Untersuchung in folgender Form aussprechen:
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Behandiung
der Gleichungen
fiir dio _f

ist, und fiir welchen die Gleichung tg d
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Die Selbstinduction lisst die Form der Stromungslinien

(fiir jedes einzelne Glied der Entwickelung) ungeindert, ilire
Wirkung besteht darin:

erstens, die Erscheinung um den sien Theil eines gewissen

Winkels ¢ im Sinne der Rotation zn drehen, eines Winkels,
der fiir die verschiedenen Schichten von verschiedener (risse

_ L

il .

/i

zweitens, die Intensitit der Stromung in den verschiedenen

Schichten in verschiedener Weise abzuindern. Das Verhiiltniss

der wirklich stattfindenden Intensitit zu der ohne Beriicksichti-
gung der Selbstinduction erhaltenen ist
= Vi + /5 : L

Mit der Bestimmung der Funktionen f, und f, werden wir

uﬁs einige Zeit zu beschaftigen haben. |
Wir fiihren die folgenden Abkiirzungen ein: Es sei

gilt,

dmiw
x
pr =8, pRR =25
file) = ¢y (we) = g1 @

f3(e) = ¢s (pe) = ¢y 0
Wir denken uns in die Gleichungen, welche f, und f, be-
stimmen fir F, und F, ihre Werthe gesetzt, wir transformiren
sodann die Gleichungen auf ¢ und o, und erhalten:
a S

_ 1 ﬂ
(2n-+1) g2+l | 5

8

(Pl.r_j‘:l‘i'

1
P9Z T @nt1) ot 15

L

Durch Differentiation geben dieselben:

o g _h-dﬂ‘ {02 ‘Pj.} Py
d —2n d In--1 ): g,
_h_dﬂ' kﬁ _dﬁ [‘I ng} 'y

a??2p ada +j“'2”+1“‘1’s“d“l |
: |

- e mrar g P R T Ty e+
e T S N T P T R A T

“.
b
i
Bl
b
¥
i
¥ : -I
3

o S l -
q2n+2 ¢, ada +jg2u-+ 1, p,adal.
o

’
W
b

L]
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Die Form der Funktionen ¢, und ¢, hiingt also nur ab

von n, in den Integrationsconstanten kommen dann allerdings
noch w, s und 8 vor.

Obige Gleichungen kionnen geschrieben werden:

" 2n 4+ 2

¢, + T ¢, = — Py
' 2n + 2,

(P, + o (PI — TI'

Als Differentialgleichungen konnen dieselben vollstandig
ersetzt werden durch die folgenden:

s = £ ¢, V:_i

2n + 2 —
¢; + ﬂ: g, g ¥—1=0.

Denn alle Losungen der letzteren befriedigen erstere, und die
allgemeine Lisung der letzteren enthiilt 2 X 2 willkiirliche Con-

. stanten, ist also auch die allgemeine Loisung der ersteren.

P
—

Setzen wir A* = — 1, und verstehen insbesondere unter 1
diejenigen Wurzeln dieser Gleichung, deren reeller Theil positiv

ist, also B
A =VYi({+V=1)
1 by = Vi (1 —¥—1),

so werden unsere Gleichungen:

g, = — Mg,

20 + 2

¢\ -+ ¢, — Vg, = 0.
- Die beiden particuliren Integrale derselben sind:
+-1 0o -
j {1___,”2]11- Eﬂ‘wdl}, j (l_ﬂﬂjﬂ. P dv,
—1 1

giiltig fiir reelle positive o.

Dass diese Integrale die Gleichungen befriedigen, wird
etwas weiter unten gezeigt werden. Da in unserm Falle n
eine ganze Zahl ist, so lassen sich die Integrale ausfithren und
also das Resultat der Auflisung in endlicher geschlossener




Defination
der P und q-
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Form aufstellen, der Einfachheit halber mige die Integralform

beibehalten werden. Setzt man
+1
Pﬂ G = (]. 2]1'1 (g A d!ﬂ‘
1

4no = 'Tfu — oY) ¢ do,

so sind offenbar die Losungen der Differentialgleichungen:
¢y = Apy (4 0) + Bp,(0) + Cg,(4,0) + D q,(%0)
— @y — A Ap,(d,0)+2; Bp,(dy0) -+ A} Cq, (A4 0) + A, Dg;a(lz‘-ﬂ

Diese Losungen sind in die Integralgleichungen einzusetzen
und daraus die Constanten zu bestimmen. Zur Ausmittiung

der dabei auftretenden Integrale dienen die folgenden Rech- |

nungen:
Man hat:

+1
palie) = | (L= & v,
—1

— )" (ovd + 22+ 1) e do

= 2n p,_1(d) ")

+1

——m

d —-2n
do Lo

d  ont1
— (0" p)] =24
do. o

= ap,(da) 7).

gelegten Differentialgleichung ist.

%) Die letaten Glieder der Gleichungen werden durch Umformung §

der voranstehenden Integrale, vorziiglich durch particlle Integration or-

halten.

f (1% (0¥ +2(n+1)0)e" dv
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Durch riickwiirtsschreitende Integration findet man nun aus

den vorigen Formeln:

2
jﬂ'?}n(lﬂ) do = ;: Pn—1 (40)

und
_ 1
S pu1 G do= 5 @+ p, o),

i aus welchen durch Differentiation die Recursionsformeln folgen:

2n ;;:_1
pa(Ro) = - = Reouiionsto
meln der
2n 4 1 Ao Py und g,.
Pn—1(40) = 9, Pn (Ao) + Do - P (20) "
| aus welchen folgt:
- __ 2n+1 1?o® |
._f' :' Pn—1 = In P dn {ﬂ I 1) Ip-u+1
Pu 1203 !2?1 — 1) py—g—n {ﬂﬂ—ul)pﬂ_ls.

Ganz dhnliche Rechnungen lassen sich nun auch fiir die ¢,

¢ durchfiihren, die Resultate gehen aus den eben gewonnenen

g einfach durch Vertauschung von p mit ¢ hervor, man hat
* also auch

3:. ' J.ﬂ' qp (o) do = “f:ti In—1 (40)

Eﬂ-[— 1

1
'J"GQH In—1 (o) d 2 7 In (Ad) ete.

Mit Zuhiilfenahme dieser Formeln hat die Ausfihrung der

£ nothwendigen Integrationen keine Schwierigkeit, beispielsweise
: hatﬁ,man, unter Zuhiilfenahme einer partiellen Integration:

¢ S

| i f HEH-EFH- ada + ng-*_ljﬂf)u (@) da

Die letzte Gleichung zeigt, dass p, eine Losung der vor- -

& o

2n 2ngentl _1() @121y (s)
e F .[12""'1 D1 { S 3 1 4 T i
: 2n 4+ 1
& i g2+ P (0)
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‘ 2n+3 2n +1 -
‘ $ 2n+1 _

— Tf 0’2H+1Pn—1 (S} — Z(ﬂ-l— 1}Pu+1{3} 12 o’ Fu(ﬁ)-
Setzt man diese und die ahnlich zu bildenden AusﬂrﬁﬁkeE
fiir ¢ in die Gleichungen ein, beachtet, dass ¢, = — ¢, 47,
und A* = — 1, so heben sich die p und g, wie es sein muss,E
heraus und es bleiben Gleichungen zuriick von der Form '

const,
0 = const, + e —1

welches die Lisungen der Gleichung
%(ﬁ_ﬂﬂ ?OL_ (ﬂ.‘Zu-l-l ff’)) — 0
sind.

Die hier auftretenden Constanten miissen einzeln ver-g
schwinden, und es werden so die folgenden 4 Gleichungen fiirj:
A B C D erhalten, unter Beachtung des Umstandes, dass

1 1

iy

A, Ay

ist:

2L = Apa 1 S)+ Bp 118+ Cg i () + Dgu (B S)
(13 :

0=4dp,_1(4 S) _BPit—l(liS}'l"an—l(ll S) -_anl't—l{'lES) “
0 =dAp,41(48)+ I;P'Ji;l-l (Ag8)+ Cqpy1(2;8) + Dy )
0 =Apﬂ+1{j'l §)—DBpn 41 (4,8) -+ Cﬁ'n+1{115) T DQJI-I—]..{'J'EE)* "

Dieselben lassen sich leicht auflisen und ergeben:

2n+1 Tn4-1 {‘11 8)
4= dn Pa—1 (A S) gn41 (4, 8) —Pat1 (4 8) ¢u—1 (44 S)g
2n+41 Pa+1 (4,9) 2
C= dn P13 S) qns1 (41 8) —Pas-1 (4, 8) gp—1 (A, SR
2n—+1 Iu+1 (A95)
B = T s 138) a1 ) — Pt (A 8) Qa1 (A S)
2n+1 Pa+1 (25 $)

b= 4n ) Pn--—l (2-3 IS) gu.i-]_ (‘J‘i 3) — Pa--1 {'12 3.] Yn—1 (2'3 i':
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Indem man diese Ausdriicke in ¢, und ¢, einsetzt, erhilt
man die vollstindige Lisung. Dieselbe liisst sich einfacher dar-

- stellen in folgender Weise: Da 4, und 1, conjugirt sind, so
. sind auch p (4,6) und p (i,0) conjugirt, ebenso sind, wie man

leicht sieht, 4 und B conjugirt, und es ist daher
Ap, (4 0) + Bp,(2,0)

gleich dem doppelten Werthe des reellen Theiles jedes dieser
. Ausdriicke. Ebenso ist

Apy(d0) — Bp, (%0,

.; welcher Ausdruck in ¢, vorkommt, gleich dem Doppelten des
¢ imagindren Theiles des ersten Gliedes. Indem man dies be-
¢ achtet, und die Werthe von 4 und €, erkennt man leich! die
® Richtigkeit der Gleichung:

2n+-1 . Py ('l;l a) Tn1 (11 3) — 4n (‘11 ﬂ') Pa41 {’11 3)
2n Pn—1 ('11 S) Tn+-1 (il §) — In—1 ('11 S) P41 (4, 8)
= ¢ + V—1 =5+ /s V—1.

Besonders: einfach wird die Gleichung, wenn s = 0 ist, es

i sich alo um eine Vollkugel handelt. Dann ist ¢, (s) un-

endlich, unsere Gleichung wird also:
2n+1  p, (4 o)
2n Pu—lul S)

Die Grissen, auf deren Kenntniss es uns besonders an-

=gy gy \‘r—-—l.

* kommt, namlich der Winkel ¢ = are tg'fi und die Verstir-

S

k kung der Stromstirke V/* + /7, haben eine sehr einfache ana-
. lytische Bedeutung, sie sind Amplitude und Modul der links
 ‘stehenden complexen Grossen.

Die Rechnungen lassen sich weiter fithren wmit Zubhiilfe-

3 nahme der folgenden Bemerkungen:

Die Integrale, durch welche p und ¢ definirt sind, lassen

sich fiir ganzzahlige » unbestimmt ausfiihren, und die p und ¢
¥ also in geschlossener Form erhalten. Wir kinnen und wollen
unter den p und ¢ diese so ausgerechneten FFunktionen ver-

Lisang der
Gleichungen fitr

J\ nnd £, mittelst

der p und gq.

Weitere Eigen-
achaflten der

p und g
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stehen. Dann sind auch ¢ mit negativem Avgument zulissig, § A
und es gilt die Gleichung Po o
— — 4= e e
Pn(!?) _ {.TH(E) q:;-,{ 0), P, = % (E‘ﬁ 4ot e ﬁ'ﬂ__) ofc.

aus welcher folgt, dass

P (¢) = pa(—oe) Fiir grosse Werthe von ¢ nihern sich die p und g den
n — Pa\T T E _

Ausdriicken:

Denn sei, unbestimmt ausgefiihrt —c - D;:ﬂ;;g:njng
In = (-' 2)” nl- 1 kleine Werthe
j{l — 'El'ijﬂ' ¢ Wdy = F({F_, '-’tl), o -+ des Arguments,
dann ist ‘Pn{ﬂ') = —qy {'— o).
¢, (0) = V(gy00) — V (g, 1) Fiir sehr kleine Werthe von ¢ wird:
1 1
: — 2" 211.3...2n—1
Pu(0) =j(1_”ﬂ)n e~ % dv + *f(l_'“ﬂj ™ dv qa(0) = ( i 2 e "
(13 it

3 Die Gleichung — p (o) = ¢(9) + ¢(—o) verliert hier ihve
Bedeutung, da fiir ¢ = 0, ¢ = = oo wird. Um auch fiir sehr
. kleine ¢ p zu kennen, entwickeln wir es in eine Reihe nach
.. aufsteigenden Potenzen von o. Es geschieht das leicht, indem
¥ man in dem Integral, welches p darstellt, fiix ¢+ seine Reihe
= gefzt und gliedweise integrirt, man erhilt:

: 2+l o’ ot l

. Pn(a] - 1.3.. .92 — 1 ‘1 + 22n 43 + 2.4.2n4+3.2n4-5 +

= V(—al) — V(—o00)
+ V(e,1) — V(0,0).
Aber es ist fiir ganze
V(o,0) =0, V(—g0) =— V(s50),
und so folgt die Behauptung.
Die einfachsten Integrale der wurspriinglichen Difterential-

gleichung sind also: B T |
¢a(0) uod g, (—o0). , Von Wichtigkeit fiir spiter ist uns noch die folgende For-

! mel: Es ist:
Folgendes sind die Werthe der ersten ¢, von welchen der erste{’
direct, die ibrigen durch Recursion bestimmt sind:

7u(0) gu—1(—0) — ¢a(— 0) ¢,—1(0)

3 4dn(n—1)
g0 = E:‘_T ,'. “) = - {qu—l (U) Qu—ﬂ(_ﬂ) T gﬂ—l(“_'ﬂ) QTI—E(G')z
’ ¢ : nl(n— 1)! ( 4)%
Die ers q 2¢ 7 (1 +- : ) B ¢ o/’
1e ersien q. — T L
) ' o* g £ welche Formel sich durch die fiir ¢ gefundene Recursionsformel
| g = 2.2 ° (1 + 3 + 3 ) ¢ leicht beweisen lasst.
? o ¢ ¢ | 1 In allen besprochenen Eigenschaften der p, und ¢, zeigt
. 23Le™° | 6 15 _l__l_fj y sich eine nale Verwandtschaft derselben zu den Bessel’schen
gﬂ - ﬂ*i + E T ;E- {Tﬂ

- Funktionen, in der That lassen sich die J" durch die p,,
efe., ¢ und g, + ausdriicken.

woraus also folgt:
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Aus der Formel, welche unser Resultat bildele, konnen | so kann man unter Zuhiilfenahme von Formel a) (Seite 47)
wir nun die Funktion p fortschaffen, und erhalten: die ¢ durch Division wegheben und erhilt
o o, 20l o 0 00 (=20 — ups (=29 00 00) #1+ g V—1 = -
A n gat1 (A8) guo1 (—48) — gy41 (— 18) ¢,y (48) | L+ 5
|I = ¢+ ¢ V— 1. Nun ist aber
.- JAnwendungon Wir wenden diese Formel, welche die exacte Lisung giebt, * sd  4aRie A
" auf specielle Fille an, welche Vereinfachungen zulassen. 2241 (2n+1)k ’
18 - 1. Es sei zunichst die Hohlkugel sebr diinn, sei d ihre nach unserer fritheren Bezeichnungsweise, also wird
Bl schaslen. Dicke. Es ist dann S sehr wenig verschieden von s, sei | i
S=s+d, wo nun ¢ = ud ist. | otV —l=_——r—
Fir ¢ konnen wir einen bheliebigen Werth zwischen s und 1 R V=1
S setzen, sei ¢ = S. ) TO14AY 1442 "'

Setzt man diesen Werth in obige Formel ein, wendet im |-
Nenner die Substitution

- welches Resultat mit dem frither erhaltenen zusammenfillt.
G Wir haben sonach einerseits unsere Formel an einem schon
__ 2n+1 2% o . bekannten Resultat gepriift, andererseits den Beweis gefiilrt,
1= 5, WV g (n+1) Tnt1 dass die friiher gegebenen Formeln fiir alle % gelten, welcher
Beweis noch ausstand.
2. Wir wenden zweitens unsere Formel auf den Fall an,
dass wir in den f; und f, nur die erste Potenz der Drehungs-
geschwindigkeit beizubehalten brauchen. Der Einfachheit halber

beschrinken wir uns auf eine Vollkugel. Fiir eine solche
hatten wir

an, und dividirt durch den Zihler, so erhilt man

S it A e R T )
= - S EE .
S A e s ity . e

PRl V—1
1
rh 1”'2 ﬁ'u+1[j-3}ﬁ'n+lf_ls}m'ﬁ';r—l—l("‘l‘g]QH+I{AS}
2(n+1)(2n+1) In41(48) g, (—48) — Iat-1(—48) g, AS.

hd R

-
w
1]

>

14

f oy 2n + 1 Pn (’l {I'] Kleineg Rota-
f 1 + f 2 ]’ 1 2 n Pn*ul ( 1 S }* tionsgeschwin-

digkeiten,

Setzt man nun entwickelnd:
Int+1(A8) = gpqy {4 (s + d)}
= Gn1 (28} + 20 g1 (15)

T SR g e e
T o .1{%2 F _‘_'.:q.-.li_ﬂ:_:‘ -

Entwicksln wir die p und behalten nur die ersten Po-
& tenzen bei, so folgt

= gt )+ 5 O 0o (1) P
n+1 2 (n4-2) 1rH2 0N i - 2+ 5 V—1
¥ 2n+43
Ji%s Si ¥ 1 — 53 — -
In+1(—48) = g1 (—2s) — Y (n+2) g2 (-—41s) 2 + P V—1

.. Eine nihere Betrachtung dieser Formel zeigt, dass die aus
B derselben fiir /, und f, folgenden Werthe, in 1w cingesetzt,
b<'nichts anderes ergeben, als die Inductionen erster und zweiter

A 4

*¥) Es woerde fortan fiir 1, einfach 2 geachrichen, und ist also
i=VT (1+¥V=0.

: m-'...
L
Tr
-1"'__ ¥
PRRLF o MLy 2
Al
et
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Groase Rota-
tionsgeschwin-
digkeiten.
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Ordnung, welche wir schon auf Seite 37 berechnet haben. Wir
betrachten hier nur den Drehungswinkel. Mit ausschliesslicher
Beriicksichtigung der ersten Potenzen hat man:

Sfo _+_ 270wt ( R? ; g_f
arc tg S J x 2n+1 2n-+ Ei)
also den Drehungswinkel -
J 2t m ( R? o” _)
i X I2n+1 2a+3/°

Es erscheinen also alle Schichten gedreht, die Drehung
ist am kleinsten an- der Oberfliche der Kugel und nimmt von
dort gegen das Innere stetig zu. Denkt man sich durch den
Aequator der Kugel einen ebenen Schuitt gelegt, und verbindet
correspondirende Punkte der verschiedenen Schichten, so erhiilt
man ein System congruenter Curven, welches sehr geeignet ist,
den Zustand der Kugel zu veranschanlichen. Die Gleichung
einer dieser Curven ist offenbar:

y == atg (%, 0= V;;-’-t-ii}é) ,

oder sehr nahezu:

2w I? at
y = x "“(zuﬂ 2ﬂ+:-3)‘

In Figur e, Tafel 1 sind diese Curven dargestellt fir den
Fall, dass die Kugel von Kupfer R = 50 mm, » = 1 ist, und
dass die Kugel 1,2, 3, 4 Umdrehungen in der Sekunde macht.

3. Es werde drittens angenommen, dass g so gross sei,
dass fiir die ¢ (S4) und ¢ (s4) ihre angeniherten Werthe ge-
setzt werden konnen. Es werde ferner angenommen, dass das

. ' -
Verhiltniss T weder sehr nahe = 1, noch sehr nahe = 0

sei. Ersterer Fall ist schon erledigt, letzterer muss besonders
betrachtet werden. Durch Einsetzung der Niherungswerthe in
die exacte Formel wird erhalten:
In4+1 8 A9 4 ;~4—9

i O.ﬂ+| E}. (S—=) __ E—A(S-—#} i

g+ gy —1 =

b1

Da S nicht sehr nahe gleich s, beide aber sehr gross sein

sollen, so verschwindet im Nenner das zweite Glied gegen das
erste, und es wird

i A V1 =

241 ( R )H+lﬂ-~ J.p I:R——r) (ﬂl‘“ {[}——r)

S \ o

4 g A (g—r}}_
Das zweile Glied der Parenthiese verschwindet gegen das
erste, ausser wenn g = r ist, verzichten wir daher auf eine

genaue Kenntniss der Stromung an der innern Grenze, so
konnen wir setzen:

n
g4 V—1 = 2’:;1 (f)H (R—e)

Da s oder » aus dieser Gleichung verschwunden ist, so
ist anzunehmen, dass sie auch fiir Vollkugeln Giiltigkeit hat,
in der That ergiebt sie sich leicht ans den fir Vollkugeln gel-
tenden exacten Formeln, wenn man ahnliche Vernachliissigungen
macht, wie die oben ausgefiihrten, und auf cine genaue Kennt-
niss der Stromung im Centrum verzichtet, (wo iibrigens die
Intensitit sehr klein ist).

In den erhaltenen Ausdriicken ist

A=Vi 1+ V—1);
ohne die Sonderung des Imaginiren und Reellen auszufiihren
finden wir leicht:

arc tg Jo . _ T £ (R—o)
fi 4 V2
n —-L£_(R—g)
V= 2] Rl . VT e,
pooo"t :

Setzt man diese Ausdriicke in 1 ein, so erhiilt man

- ¢ o “ (R—
W= ;;::L A ‘//Eiﬂ Y2 { E}.sin (?:m'-"* % — i%(ﬂ-—g]),
welches also diejenige Stromungsfunktion ist, die bei sehr
grossen Drehungsgeschwindigkeiten von der #ussern Potential-
funktion

4.
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Zusammen-
fassung des 1lte-
sultats,

b2

0 n
A (-E) COS tw P:ﬁr.t'

Xn —

hervorgerufen wird.

Die Bedeutung obiger Formel lisst sich leicht durchschanen,
stellen wir ihr Ergebniss mit den fritheren zusammen, so kin-
nen wir die Erscheinung, welche eine mit bestiindig wachsender
Geschwindigkeit unter dem Einfluss einer inducirenden Kugel-
funktion rvotirende Hohlkugel darbieten wiirde, in folgender
Weise beschreiben:

Beginnt die Selbstinduction merklich zu werden, so ver-
andert sie die Form der Stromungscurven in den einzelnen
Kugelschichten nicht, die letzteren aber beginnen sich schein-
bar zu drehen im Sinne der Rotation; dabei gehen die inneren
Schichten den voraus. Die Dreliung der inneren
Schichten ist an keine Grenze gebuunden, sondern kaun ins Un-

endliche wachsen, der .Drehungswinkel der iussersten Schicht
7

47 °
bei Hohlkugeln diesen Werth iiberschritten haben kann. Ist die

Drehungsgeschwindigkeit sehr gross, so liegen correspondirende
Punkte verschiedener Schichten auf lArchimedischen Spiralen,
die Zahl der Winduugen derselben in der Kugel wichst mit
der Rotationsgeschwindigkeit ins Unendliche.

Die Intensitit wichst Anfangs mit der Rotationsgeschwin-
digkeit, aber nirgends dieser proportional schneller in den
aussern, als in den inuern Schichten. In der Gussersten Schicht

ilnsseren

convergirt gegen den Werth nachdem er iibrigens vorher

wiachst sic bestindig, schliesslich wie Vw, in allen andern er-
reicht sic bei einer gewissen Drehungsgeschwindigkeit ein Maxi-
mum, um dann wieder abzanehmen. Bei grossen » nimmt sie
vom Rande'gegen das Innere ab wie eine Exponentialfunktion,

deren Exponent Yo enthilt.

Von Interesse ist noch die Abhiingigkeit der Erscheinung
von der Ordnungszahl ¢ (deren Quadratwurzel auch in p ent-
halten ist), ich verweise deshalb auf die Formeln.

Ein scheinbarer Widerspruch zwischen der Theorie einer

D3

unendlich diinnern Hohlkugel und der einer Hohlkugel von end-
licher Dicke mag auffallen; derselbe lost sich leicht, wenn man
beachtet, dass jede noch so diinne Hohlkugel nur bis zu einer
gewissen Grisse der Rotationsgeschwindigkeit als unendlich diinn
betrachtet werden darf,

Ich will noch kurz den Fall erledigen, dass die inducirenden
Maguete im Innern der llohlkugel liegen, dass also die auf-
tretenden Kugelfunktionen negativer Ordnung sind.

[is sei

y I |
Xn = (_Q,,) cosio P,
dann wird

3" H‘+1 1: . . ,
— sinzm I?,;.
0 1

1)

Py = - Ag (
Setzen wir nun
w r YL . . C N1
= “;AQ(-E') ;(fl sIN 2 & +fgl}03’!-£r}} i
s0 wird die von v inducirte Funktion ¢/':
w g n+1 ;2 L

Y = —(—-—) Ao (——) . (F, cosiw —Iysintam) Py;.

Dabei ist aber der Zusammenhang zwischen 7 und I ein
etwas anderer, als friiher; es ist nimlich gesetzt:

¢ B 2n4-1
, 4 0
(o) = P z'—fﬂfﬂ da + j T fa u'.n:z*
r ¢
Die Bedingung
Y=y, +
liefert wieder die Gleichungen:
10
Ji =1+ T I
1@
Je = — :Pl‘

Unter Benutzung derselben Abkiirzungen, wie frither wer-

den dieselben:

Fall, dass dic [
Magnote iin In- [§
nern der 1lohl- |

kugel liegen,

T A




H4

o S
0 =1+ 211:1-!- ] ;I{Irﬁ(u}da+ .‘rﬂ-'?”_Hﬂ'"ﬂ" gy ada l
> )

5
1 g S
Py & omr 1 IJ"{: ¢, ada+ g2t tlg=2" o ada i
8 (1

Differenzirt geben diese

%(0’2“4_2 % (u.wﬂﬂ—l ’Pl)) = — gq,
d;i- (ﬂ.ﬂ:-':-l-? _‘%I_ (ﬁ.——ﬂn—l (&)) —_ o,
oder
,y 2n , _
@, ? ¢, = — P
w_ 2n
P, _ﬁ.— P, — T+

Setzt man ¢ = o2 +1 g, so folgen fiir die ¢ die Glei-
chungen:

—, . 2n+ 2 - —
¥, + p P, — —¢e
—, . 2n+ 2 — —
¢, + p — ¢, = Py

also Gleichungen, welche wieder auf die p, und g, fiihren.

Die Bestimmung der Constanten lasst sich daun ganz
analog der friiheren ausfithren und es wird erhalten:

¢, V—1—g¢,
gen+1
Sﬂu-t—?n :

dn—1 (’1 S} dn (_ ’1"5)'_' Tn—1 (_ A S) ‘I?L(}'ﬁ}
Tn—1 (4 S) (%-{_1 (—48) — qp—1 (—48) Ynt1 ('13) '

Besonders einfach wird die Formel fiir den Fall, dass S
co ist, es sich also um einen kugelformigen Hohlraum in eincr
unbegrenzten Masse handelt.

= —2(ﬂ -1 I) (2n -+ 1)

Hhh
Dann wird ¢, ((2S) = 0, und also wird

-1
]—1 . 2( 4 1)(:2 + 1] :ﬂi- . _g'?@_
' —1tg,=—2al\n " gdn+3 Int1 (3 1)'

Kann man po = o wegen des sehr kleinen Werthes von o
gegen die Kinheit vernachlassigen, so kann man fiir die ¢, ihre
Werthe fiir kleine Argumente (Seite 47) setzen und erhilt
dann:

g V—1 + g, = 4° ¢ M),
oder da wir die Grossen von der Ordnung ¢ schon zum Theil
vernachlissigt haben

0 V:i+gog$1“:\"::
¢, =1, ¢ =0,
wie es sein muss.

Verschwindet andererseits die Einbeit gegen we, und er-
setzt man demgemiss die ¢, durch ihre Niherungswerthe fiir
grosse Argumente (Seite 47), so erhilt man

§_— " ] l |
¢, + f’ﬂﬂ]‘——l = (2n-+1) (%) - Eﬂ.l(nrr-—a) _

Daraus ergeben sich dhnliche Erscheinungen, wie an der

1]

an der innersten Schicht

Vollkugel, die Drehung betragt !

(7
und wichst mit wachsendem g ins Unendliche.
Fiir v findet man

“oo

' ' ——(p—")

Y = 2ﬂ+1.{1 2, V2 ) sin(im——E—*-Lb ( —*?‘])1
21 % 7T

welche Form der fiiv die Vollkugel erhaltenen ganz analog ist.

" Man erkennt iibrigens, dass scaon bei den kleinsten Dre-
lungsgeschwindigkeiten im unbegrenzten Raum ¢ so gross ge-
wiihlt werden kann, dass die gemachten Anniherungen zuliissig
sind, es wird daher auch schon bel den kleinsten w die In-
duction alle moglichen Winkel durchlaufen, allerdings in Ent-
fernungen, in welchen die Intensitat sehr klein ist.

Zur Vernach-
liasignng der

Selbstinduction,
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Ich erinnere hier an die Bemerkung, welche wir schon
auf Seite 30 betreffs der Vernachlissigung der Selbstinduction
gemacht haben. |

Es wiirde ein Leichtes sein, die fiir Hohlkugeln gewonnenen
Resultate auf ebene Platten von endlicher Dicke auszudehnen;
um Weitlinfigkeiten zu vermeiden, verzichte ich hierauf. Das
Wesentliche der Irscheinung lasst sieh iibrigens ohne Rechinung
aus dem Besprochenen abnehmen.

§ b.

Kriifte, welche die inducirten Stromungen ausiitben,

Es sollen jetzt die von den inducirten Strémungen aus-
geiibten Krafte und die von denselben erzeugte Wirme be-
rechnet werden. Der letzteren ist die Arbeit gleich, welche
geleistet werden muss, um die Rotation zu erhalten.

Das Totential A. Das Potential der inducirten Strimungen.
der inducirten
Strome. 1. Wir berechnen dasselbe zunichst fiir den dusseren

Raum. Der Theil, welcher von der zwischen ¢ = a und
¢ = a -+ dea liegenden Kugelschicht herriibrt, ist

Werth desael- | 4 nn a n+1

IR =g (2 e,
wenn wir das Glied y,,; der gesammten Stromungsfunktion
betrachten. |

Nun ist

it o ’
) ——(fia sinia + f,a cos iw) Py da.

(1]
piio=—a2o(3f £

Setzt man diesen Werth in 42 ein, und versucht die
Integration nach den @ auszufiihren, so trifft man auf die

Integrale
B

faﬂﬂ""ﬂ f (a) da.

r

Man hat aber
R

J"ﬂrﬂn-l-ﬂ 'l a da

r

(2341 R2n-+1 . .
— -’-I]fr I (R),

nach der Definition fiir I (Seite 38);
(2n4-1) »
dniw /2 (R)
nach den Gleichungen, welchen £, f, I, I, geniigen (Seite 39);
und ebenso

R
jﬂ‘%rt—}-ﬂ Joada
T
< 2n4-1
_ (2n+41) R IR
47
(1)
4?1,1*{“ (l f;l (R}}'

Mit Benutzung dieser Ausdriicke findet man:

n Ry HY :
Q2. = ey 4 (?) (fy R sintw + (1 —f, R) cos tw) P,;.

Fir sehr kleine Drehungsgeschwindigkeiten ist f, = 0,
fi =1, also 2 = 0;

fiir schr grosse ist f, = f; = 0, slso an der Oberfliche
der Hohlkugel

nt1
2. In ganz derselben Weise lassen sich die Rechnungen o yerth im
rOATAVI,

filr den innern Raum der llohlkugel ausfiihren, man findet:

n
Q.= — (%) A U,ﬂ sin 2w + (1 —f,7) cos im[ P,

also fiir das Gesammtpotential:

7
2: 4+ q, = A(-%) Lf,r cosiw — fyr sinda| Py

N LN "l LS —
s - i o= o -




by

Fiir verschwindende Drehungsgeschwindigkeiten wird dieser
Ausdruck = g, fiir grosse = 0, genauer findet sich fiir grosse w
aus einer Formel, welche wir schon frither angewandt haben

(Seite 50)

, — _ 2(2n+1) f RV 1
fr+fr V-1 = M ( r) HMS—8) . —h(5—4)
R i+l 1 — e (l—r)
= 2 {ZH'I']}(':;") T‘I'; ¢ .
Daraus folgt dann
2:% xn
U
L 2(2a41) g)ﬂ ~ v & ( g, ) +
= A r (-r' e \ cos {tw — Vo (R—7) | P,

Es nimmt also das Potential im Innern bei wachsender
Geschwindigkeit ausserordentlich schnell ab, gleichzeitig aber
haben seine Niveauflichen die Eigenthiimlichkeif, um einen der

_ Rotationsgeschwindigkeit proportionalen Winkel gedreht zu er-
3 Eigenthilm- . . . v -
{1 liches Vorbalten scheinen, die durch das Potential bedingten Krifte nebmen also
i schen Krifte im hej allmihlig wachsender Geschwindigkeit nach und nach alle
1 Richtungen der Windrose an, und zwar bei beliebig wachsender

Geschwindigkeit beliebig oft.

B. Erzeugte Wiarme.

Es sei R der Radius einer sebr diinnen Kugelschaale, es
herrsche in derselben die Stromungsfunktion
Y=Y,
Der Widerstand der Schaale sei &, es wird die in ihv er-

zeugte Wirme W gesucht.
Witrmeerzou- Wir bestimmen die w,v,w, welche zu w gehiren, speciell
in ei s v s .
Kugeiscuaale. diejenigen, welche zu dem Gliede

@Emugtﬁw.ﬁrmu.
R
|

l

Ipm: = Asintw f}”i
gehoren. Sind = vw gefunden, so folgt die erzeugte Wirme

W = kj(i&ﬂ+v*+w2} ds,

das Tntegral iiber die ganze Kugelfliche ausgedehnt.

Ho

Fiihren wir die Bezeichnungen © und @ ein fiir die Stro-
mungen lings der Breiten- und Meridiankreise in Richtung der
wachsenden 6 und w, so haben wir:

1813_

0 =

| T— — e — —

R sinv 9w
@ cosfcosm 4+ Qsinw
® cos 0 sin w — 2 CoS w
w = — = sin .

Setzt man hierin den angefiihrten Werth von Y, ein, so
erhilt man:

_ 4 * )

u = 3 f—- oS 1w €08 w (7 I,; cotg 0) + sin 7w sin w P;u'{

l

(4

I

v

A .
v =5 {— co8 {w sin w (¢ P,; cotg 0) — sin tw cos e P
—_——a A ¥ -
w = 5 1 08t P
Nun ist aber:
t P cotg 8 = & (B i1 + (2+0) (n-—i+1) Py
P’m- = L (— Pfhi—l-‘ -+ (ﬂ'-l—‘i} (n—i+1) P.”},;_l}.
Durch Einsetzung dieser Werthe in v w folgt:
— A *
u SR jcos G +1)w P,y
+(n+7)(n—i+1)cos(t—1)w Py i1
Y
v = 5 R isin (i+1) @ P, ;1
— M+ m—i+1)sin(i—1) w Ly i1l
A
w = 7 i costw D).

Hierdareh sind die » v w nach Kugelfiichenfunktionen ent-
wickelt. In gleicher Form denken wir uns die » v w fiir alle
Glieder bestimmt, und den Awusdruck |

J’.{uﬂ + o + w?) ds
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. gebildet. Bei der Integration geben diejenigen Glieder, welehe
Producte aus Kugelfunktionen verschiedener Ordnung sind, das
Resultat 0, wir konuen also fiir jedes v, das entsprechende W,
besonders bestimmen und die Resultate addiven. IKine nihere
Betrachtung zeigt dann, dass wir auch fiir jedes y,; die Warme
besonders berechnen und die Resultate addiren kdnnen. ks
werden allerdings nicht alle Integrale, welche Combinationen
aus verschiedenen i, entsprechen, gleich Null werden; aber die

Integrale in 'j. u® ds, fiir welche dies eintritt, werden sich gegen

ihnen gleiche In j »® ds aufheben.
Fiir das oben angegebene i,; erhalten wir nun:
W, = .fcf(u’ + v¥ 4+ w?) ds

 kA®
T 9R®

+ (n+i) (r—it l)ﬂj(eus ((—1)a Py ds
+ 21 j{cﬂs 1w P,;)? dal

was nach bekannten Formeln und einfachen Reductionen ergiebt:

2ren (n+41) (
2n+1

= kA? (n,1),

wo jetzt (n,¢) eine leicht verstindliche AbKkiirzung ist. Da

wir weiter haben:
W= 2 2 Wi
no1

so ist unsere Aufgabe gelost. Man erkennt leicht,
Resultat die Formen gegeben werden konnen:

W = % zﬂﬂ[n.-i* 1) ?Jﬂ’fynf ds

U‘(ms G+ 1) @ P,)*ds

W,; = kA®- n—i+1) —i4+2) ... (n+1)

dass dem

oder

W= —;5— E n (n+1) J"w”ﬂ ds.
7%
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Der vorliegende Satz hitte, vielleicht einfacher, mittelst
einer aus dem Green’schen Satze abgeleiteten Betrachtung be-
wiesen werden kinnen; in dem hier gegebenen Beweise sind
implicite die Formeln enthalten:

,ﬁ zi: awu (am); ds = n(n + 1) f.pﬂdg
>

p (sin 2w P,;)

dw,
= t:-ns(i-l-l)mPﬂ,f-;-l — 3@ +a)(n—i+1)cos(i—1)a P, 4

0, (slnzm ) P,

dw,
=1 Hi“('i-l-l}mpih’_*_l_l“l— (n+2)(n—i+1)sin(i—1)alP,;
0
;:51:: (sincwm I’))) = ¢ costm P,

an welche sich leicht ihnliche anschliessen lassen. DBeziehen
sich @, 8 und ', ' auf Polarcoordinatensysteme mit verschie-
denen Achsen, so erlauben die zuletzt angefiihrten Gleichungen,
Integrale von der Form

fms tw Py;(0) cosjw' Py (0') ds',
(in welchen die ', 6' als die Integrationsvariabelen betrachtet
sind) aus dem bekannten
- N g 4m .

_fP,Lﬂ(H) COSJ @ Pﬂj(ﬂ)da = g1 08I P?E;(B)
abzuleiten, allerdings im Allgemeinen nur mittelst weitlaufiger
Rechnungen.

Ich bestimme jetzt die in der rotirenden Kugel durch das
Glied yx,; der inducirenden Potentialfunktion erzeugte Warme.
Zu yx,; gehort

) mn
‘ﬁ'fxir*‘——;ﬂe(=%) I ffl sin tw + f, cos tw) P,
also die Wiarme
B o 2 (n, a) ( )J,'n
Wﬂi—*;"fl {ﬂ_l__])ﬂ (f: +f3) e’ de

Analytische {§

Formeln,

W irmeersnen-

gung in der roti-
renden Kugel,

e o B ERT—
P ..

k
i




ment, welches anf

umgekehrt die rotirende Kugel den rulienden Magneten ertheilt. :}ﬁgfﬂﬂ'ﬂﬂ?ﬂ I
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Das Integral kann ausgefibrt werden fiir kleine und fiir heit die Avbeit 2nw D, diese Arbeit ist gleich der erzeugten i
grosse Drehungsgeschwindigkeiten. Fiir erstere ist f, = 1, Wirme, also |
Bl kiemen £, == 0, und es wird daher die erzeugte Wirme in diesem D=
Geachwindig- 2?‘{.‘&] .
keiten, Fall:
W.— A R’ &’ i (n, 1) (1 . (i)ﬂﬂ’kﬂ) Es ist aber dies Drehungsmoment gleich demjenigen, welches  Drehungsmo- :f
" x (n+1)(2n -+ 3) R )

Fir sehr grosse Drehungsgeschwindiglkeiten hingegen war

. er 2n+1) B2 Vop— )
ft+fn"‘ H-E ggﬂ_e “ ( (j‘

Es wird daher das in W,,; vorkommende Integral, welches

Bei grosen YOI 7 = 0 an genommenswerden kann, gleich

Geschwindig-
keiten.

R
2 Iy
j{gﬂ’ _; 1) ﬂ'-.e‘-*" 2(R—p) do
7
0

_ (2a4-1)2

I R
da Rp als sehr gross betrachtet wird. Wir erhalten sonach
fiir sehr grosse w:

(22 4 1) (n,9) x0T
8 (n+ 1)° 27"

W ist von R noch insofern abhingig, als dasselbe in A ent-
halten ist.

Die entwickelte Wiarme wiichst also ins Unendliche mit

Wy = 4°

wachsendem w*), und zwar wie Yo. Das gleiche gilt von der
zur Erhaltung der Rotation erforderten Arbeit. Bilden die in-
ducirenden Magnete ein fest verbundenes System, so wird dem-
selben ein Drehungsmoment um die Rotationsachse ertheilt,
welches sich aus der erzeugten Warme berechnen ldsst. Denkt
man sich nimlich die Kugel ruhend, die iiussern Magnete ro-
tirend mit der Winkelgeschwindigkeit @, so leistet das Dre-
hungsmoment D, welches die Bewegung erhilt, in der Zeitein-

#) Wegen des scheinbaren Widerspruehs mit dem fin co diinne
Kugelschaalen erhaltenen Resultate gilt die Bomerkung auf Seite H2 unten.

T T L e T R e s ] R ' Rl
o g T e i DR R A s N B
Lk

Man erkennt leicht, dass fiir kleine w, D proportional mit »ire

L

— wilchst, fiir grosse @ nimmt es ab mit wachsendem &, und

L L ] L ] # L] L] L
zwar ist es proportional mit V———, schliesslich wird es unend-
i)

lich klein. (Das hindert nicht, dass es eine Arbeit von der

Tmrr.

unendlichen w die auf die inducirenden Magnete uusgeiibten
Krifte endlich sind, da dieselben nun ein Drehungsmoment um
die Rotationsaxe nicht hervorrufen, so miissen ihre Resultanten
in einer durch die Axe gelegten Ebene wirken,

In der That verhili sich bei unendlichen w die Kugel zua
den dussern Magneten ihnlich, wie eine leitende Kugel zu elek-
trischen Massen, eine leitende Kugel kann aber inducirenden

Massen keine Rotation um eine dur~h ihren Mittelpunkt gehende
Achse ertheilen.

§ G.

Rotation magnetischer Kugeln.

Ieh mache jetzt die Annahme, dass die Masse der Kugel
fihig sei, magnetische Polaritit anzunehmen. Von dem Vor-
handensein einer Coercifivkraft sehe ich ab.

Zuniichst sind die fiir diesen Fall geltenden Formen der
elektromotorischen Kriifte zu bilden. Nach Anleitung des § 1,6
haben wir, um die Wirkung der Magnetismen zu erhalten, in
den allgemeinen Formeln fiir die elektromotorischen Krifte zu
ersetzen: '

= - . =
-

S Foy TR e T Tl =i it =



65
¥ :
U durch Baf 2,; (1 + 476) (?{;F ‘?}.U E'JE)
oN OL © Oy 0

4 Ja Oz b) (1 +4RG}(E}U E’W ﬂx_)
il 9L M ,-; \dz 0z Dy
| v oy s | (1 + 476) (E:“f: E;Jf' gi )
Danach ist weiter 2 ers\etzen: In denselben bedeutet y das Gesammtpotential. Dasselbe
ov._0oU durch 4N+ %E . Dbesteht aber:
Oz 9y | ? : I. aus dem gegebenen Husseren Potential der induciren-
. dU W M+ dx . den Magnete,
1) 0z Oz Dy F 2. aus dem Ligenpotential yx, der magnetisirten Kugel.
* ’ oW OV o Dy - Fiir das letatere gelten die Bedingungen:
oy 0z , Do '- Im Innern
1 da ‘ 0 4% =0
| 3L N aM N AN _ , ist, ; wie aus Gleichung 2) und 4) folgt; an der Grenze:
g - %a By 02 S 40 N, = (1 + 4m0) 2o OFon
8 Nun ist aber 3 de de
=;‘; JL = — dnd . wenn N, die von den dussern Magnetismen und den inducirten
| - Stromungen in Richitung des Radius ausgeiibte Kraft ist.
3) | 4 M= — dmp In Worten kann mau die Wirkung der Polarisirbarkeit des
i AN = — 4nv Medinms so aussprechen:
t; A1 _dV dW Oy Die Polarisirbarkeit verindert einmal die magnetisirenden
~ 6 Bz oy Oa e Krifte im Innern in der Weise, wie dies die allgemeine Theorie
‘ w OW 93U Dy des Mﬂ?'{lﬂtiﬂl}]llﬂ angiebt, sie vergrﬁssertﬂzweitens Elie von den
3 4) 0~ oz dz Oy : magunetisirenden Kriften verursachten Wirkungen im Verhilt-
i . niss 1 4+ 476, DBeide Theile der Wirkung haben entgegen-
;.. 5 dUy VvV Oy . . : . ,
i 5 = Oy 5. " Do : gesetzte Tendenz; 'der Ef*fn]g ist, {lass. die Wirkung auch 'fur
4 i sehr grosse 0 nur in endlichemn Verhiiltniss vergriossert erscheint.
[ndem man hiernach L, M, N aus den Ausdriicken 1) cli- :. Es werde wieder zunichst von der Selbstinduction abge- .. .cuiisi. 1°

minirt, und die von den Stromen direct ausgeiibten Krifte :_-_ schen. Iis muss aber bemerkt werden, dass dies nur dann £ip5,er Selbst
o Dl Diferen- %V 15 etc. addirt, erhalt maun fir die Ausdriicke, welche K erlaubt ist, Wﬂ““. R‘/ o (im0
jetzt an Stelle der %Z ouU ete. zu treten haben die fol- *

Dy sehr klein ist; hei grossen @ und R muss w anch abselut be-

trachtet, sehr klein sein, um diese Bedingung zu erfiillen. |

genden:
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Ist das dussere Potential
| An = Ae" ¥y,

so kann das Eigenpotential der Hohlkugel in der Form darge-

67

_’.i

die Gleichungen G) 7) gegeben, setzt man B

= g, 80 werden

sie gefunden:
(2n + 1) 122 + 1) (I + 470) — 4 70n|

: A= :
stellt werden o n(n+ 1) 16226 (1 — 1) 4 (20 + 1)2(1 + 476)
) S Il?_ dor Form n(n+ 1) 167" 6* (1 _Eﬂn+l} + (22 + D (1 + 470)
er
und also das Gesammipotential n Da diese Ausdriicke eine leichte Uebersicht nicht gestatten,
—_ ( A + B(i)2ﬂ+1)x _ so sollen dieselben auf vereinfachte Fille angewandt werden.
x Q. " 1. Es sei 6 sehr klein, Dann wird durch Entwickelung: g Bes0ndere
Nach dem Vorigen verbilt sich nun die magnetische Hohl- n e
: : . . . A=1—: 470
kugel genau so, wie eine nicht polarisirbare von gleichem Wider- 20 4 1
stand, welche unter dem Einfluss des Potentials ﬂ
2n-+1 B = 294+ 1 47
C\21
n—+ 1 . y2n4-1 e Kloia
steht. ¢=%+2n+14ﬂ5(1_(_’¢'§) )%' 6 sehr klein,

" Da dies Potential aus zwei Kugelfunktionen besteht, so
lassen sich die Stromungen nach dem vorigen als bekannt an-
sehen.

Fiir die Stromungsfunktion erhalten wir:
A B {r\e* Ty 9y,
+ 1 7 (g)# )Eﬂm‘

Y = {: (1+ 4n6) (ﬂ

Waren alle Umstinde dieselben, nur 6 = 0, so wiirden |

wir fir die Stromungsfunktion v, erhalten haben

Die Intensitit der Stromung erscheint also an der Innen-
fliche der Hohlkugel gar nicht verindert, in den iibrigen Theilen
der Kugel erscheint sie iiberall verstirkt, wenn 8 positiv ist.
Die Verstirkung ist mit @ proportional. In diamagnetischen
Kugeln ist die Intensitit iiberall s :hwacher als in unmagnetischen.
Die Drehung magnetischer Kugeln erfordert mehr, die diamag-
netischer weniger Arbeit, als die unmagnetischer.

2. Es sei 8 sehr gross, und nicht gleichzeitig s sehr nahe

9 an 1. Dann wird
Yo = i M. 4 = 20 + 1
«nt100 _ 4ﬂﬂ#¢(]—59!l+l} A sehr gross.
Durch Division folgt: - . on 1
» n = ‘
w = (1 +4n:ﬂ}(A nt IB(i) )%. 4 @ (n+ 1) (1 — &20H1)
" ¢ - und also:

Die Form der Stromungen in den einzelnen Schichten ist 1 (L,ﬁgﬂ_H
also nicht geandert, nur ist die Intensitit anders vertheilt. Es _ 2n+1 o / v
wird bequem sein, die Erscheinungen durch Vergleichung von & n L (Lﬁgﬂ,l,i 0

' R/

y mit y, zu beschreiben. Die Grissen A und B sind durch
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Es ist also hier die Stromung in der innersten Schicht
« gleich Null, wichst dann aber rasch nach aussen und wird in

2n + 1 hal s stark, als in der nichtmag-

der Grenzfliche

netischen Kugel. Ist 8 iiberhaupt gross, so ist die Verstirkung
der Stromung von seinem absoluten Werthe naheza unabhingig.
3. Es sei & unendlich nahe gleich 1.

; Dann wird
4 = 2n 4+ 1) (1 +4n6) —4nbn
| — (27 + 1) (1 + 476)
g Diinne 1lohl
i kugol B = 4 mln
3 - 27 + 1) (1 + 470)
1 Also wird
_2n+1
dn 1 V0T W

In unendiich diinnen Hohlkugeln ist die Magnetisirbarkeit
fﬁ. ohne LKinfluss aunf die inducirten Stromungen, (obgleich die Po-
}i larisationen nicht verschwinden, und die magnetisirenden Krifte
in der Schaale Aenderungen erleiden). Ich bemerke gleich,
i ! dass dies Resultat Giiltigkeit behalten wird, auch dann, wenn
auf die Selbstinduction Riicksicht genommen wird.
4. Es sei & = 0, das ist der Fall in der Vollkugel.
1 Das Glied mit negativem Exponenten von g fallt fort; es
wird erhalten

B 1

] . Vollkugel. 4 = y 47 @n

A 2n+1

14470

1 Y = - Wy

1+ It 1 40

| Fiir grosse 6 folgt daraus

1 2n + 1

; Y= — Yo

2n + 1

o [T ———
T e ey =

'.'-1:; )

Die Grisse liegt zwischen 2 und 3.

GS

In Eisenkugeln sind die Stromungen also 2 bis 3mal
stirker als in einem gleich gut leiterden, nicht magnetischen
Metall; die entwickelte Wirme, die gebrauchte Arbeit und be-
wirkte Dimpfang sind 4—9 mal grisser als in jenem.

5. Ebene Platten.
Eine sehr diinne ehene Platte kann als Theil einer sehr
diinnen Hohlkugel angesehen werden, fiir eine solche ist daher

V= 1,.

Eine sehr dicke Platte kann als Theil einer unendlichen

Ebone Dlatten,

Vollkugel angesehen werden, fiir eine solche ist, da » sebr
gross zu setzen ist:

_ 1 +4760
V= 14210 Yo

In beiden Grenzfillen bleibt auch die gesammte Stromungs-
form ungedndert; in dem zuletzt genannten ist bei grossen 0
die Intensitit durch die Magnetisirbarkeit verdoppelt.

Bei mittleren Dicken der Platten gelten mittlere Werthe,
die Rechnungen lassen sich leicht durchfithren, geben aber keine
sehr einfachen Resultate, weshalb sie hier wegbleiben migen.

Es werde jetzt die Selbstinduction in Betracht gezogen,
Jedoch sollen die Rechnungen nur fiir Vollkugeln durchgefiihrt fiaetion.
werden. Analytische Schwierigkeiten besonderer Natur bieten
auch Hohlkugeln nicht, die Rechnungen werden aber Husserst
complicirt.

Beriicksichti-

guog der Belbat-

Beschrinkung

Wir finden die Stromung durch folgende Ueberlegungen:
Sei das inducirende Potential

Q Tt
. Xni = A (-f) cos i@ P,
Sei iy, die von y,; direct inducirte Stromungsfunktion,
dann ist:
1+ 4no w A
Yo = n Tk AE(IE?) n+lsmimpﬂi'
1 470
T on¥1 "

aufl Vollkugeln.
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Sel

W e\ ¢ in i ‘w) P
w=“‘;;“‘-'9(3) a1 Vasinde + fycosia) By

die thatsichlich stattfindende Stromungsfunktion. Es handelt
sich darum, die von dieser inducirte Stromung zu finden.
Hierzu ist zunichst die Kenntniss des von @ in der magne-
tischen Masse inducirten Potentiales y, erforderlich.

Die von der Stromungsfunktion

E it
Y = E'(ﬁ)f(l?} Y,
in Richtung des Radius ausgeiibte magnetische Kraft ist

xz (OW BV) y(aU oW\ =z 0V BU)
(E}y Oz +E Oz 3m)+g(3m 0y

I

Ny =
9
0

(Seite 32)

n{n+1) _g__“ :
— : F( R) Y, (Seite 34)

wenn F' und f den auf Seite 38 angegebenen Zusammenhang
haben. o

Hieraus und aus den Bedingungsgleichungen fiir x, (Glei-
chung 6) 7) Seite 65) ergiebt sich yx, im allgemeinen und in
unserm speciellen Falle, und wir erhalten fiir letztercn:

40n (n+ 1)
Xo = 2n+ 1+4nbn

“ 42 (&) {Fi(R)sinin + F, (R) cosia| P
- — A— 4 |F}(R) sindw + s (R) cosiw] Py,

Verstehen wir nun unter vy’ diejenige Stromungsfunktion
welche 9 und x, zusammen in der unmagnetischer Kugel er-
zeugen wiirden, so veranlassen sie in der maguetischen Masse
die Funktion -

Yy = (1+470) ¢,
und die Bedingung des stationiren Zustandes wird werden:

Y =Y, + Y

11

y/ ist genau so zu bilden, wie frither, also ist auch yj
bekannt. Setzt man die Werthe von ¢, v, ¥, in die letzte
Gleichung ein und macht die Coefficieuten von cos ¢ und
sin tw einzeln der Null gleich, so folgen fiir die f,, f3, If; und
F, die Gleichungen:

(20n41) (1 +470) wt 4dn0n(l 4-470)

fle. —_ 2ﬂ+1+4ﬂuﬂﬂ, 4 Eﬂ“'l"]."l"ﬁ.l:ﬂ-ﬂﬂ FE {R}
4 f'_:f (144 76) I, (o)

| . 'ﬂ l._

fylo) = wi Andn(l+4n6) o p

¥ Z2n+1l4+4n6n

— == (1+4n6) F, (o).

Setzl, man hier

dgim (1+4n8) u?

x
f1(e) = ¢, (ue) = 9,0

J2 (@) = ¢35 (ne) = ¢y0
so werden fiir die ¢, und ¢, hier genan dieselben Differential-
gleichungen erhalten, wie friiher (Seite 41). Da wir eine Voll-
kugel behandeln, brauchen wir nur diejenigen Lisungen beizu-

behalten, welche im Mittelprmite endlich sind, wir kinnen
also setzen:

¢y = Ap, (40) + Bp,(40)
g = — Ay Ap, (40} — B, p, (4;0)
A=12 =Vi(+V=1)
W = Vi(—V—1).

Die Bestimmung der Constanten hat hier genau nach der-
selben Methode zu geschehen, wie oben. Die Integrale, welche
zu bilden sind, sind nicht- verschieden von den friiheren, nur
durch die Weitliufigkeit der Constanten wird die Rechnung

etwas verwickelter. Das Resultat aber ist ein relativ einfaches,
es wird gefunden:
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o (@a1) 1+ 4n)p, (ue)
Sie +/se 20pp_1 (ApR) + 4dnbnp, ApR)

{- Die Lisung.

Wir verificiren zunichst dies Resultat. Fir verschwin-
dende 8 giebt es
" 2n+1  p, (Awe)
2n  pp—1 (AuR)’

was mit dem fiir unwmagnetische Vollkugel erhaltenen (Seite 4D)
iibereinstimmt.
Fiir verschwindende ® ergiebt es ferner,; da
on+1 41
PO = T3 T a1

7 +f§, Vo7 = @n+1) (1+4n6)

| 2a+1+4n0n ’
was wir gleichfalls gefunden haben. (Seite GB).

Im Allgemeinen ist ersichtlich, dass die Form der Stro-
mung in der magunetischen Kugel dieselbe ist, wie diejenige,
welche in einer unmagnetischen Kugel von gleichem Widerstand
entsteht, wenn letztere (1 -+-476) mal schneller votirt als die
magnetische Kugel. Beide Stromungen unterscheiden sich dann
aber noch dadurch von einander, dass sie, als Ganzes gedacht,
um einen gewissen \inkel gegen einander gedreht sind, sowic
durch ihre verschiedene Intensitit.

Ich wende die Formel auf zwei speciclle Ifille an. |

1. Es sei 4760 sehr gross, w aber hinreichend klein, dass
uw?® R? gegen die Einheit verschwindet. Es soll die Formel ent-
wickelt werden und nur die erste Potenz dieser Grisse beibe-
behalten werden. Man hat:

2n+1 p,(pel)

r'_r--_- i
S+ fy¥—1 n p,(WBRA)
_2n+1 2(2a+3) + p’¢’ V—1
n 2(204-3) + R V—1

Fiir den Drehungswinkel erhalten wir unter Vernachliissi-
gung von Gliedern hdherer Ordnung:

J1 +f2v:_1 —

t . Vergleieh mit
friiheren Resul-
| ' taten,

) Kleine Rota-
 tlonsgeschwin-
: digkeiten,

(Seite 47).

13
— .f_g_) — ”’1_ 19
J = Mﬂg'(fl G Ont3) e
J 167w 0 s 9
. 2{213&*3)#“2 —e)

Die Drehung ist also Null in der #Hussersten Schicht”),
im Allgemeinen ist sie bedeutend vergrossert gegen die un-
ﬁmgnetisﬁhe Kugel, nahezu im Verhiiltniss 470,

In Figur d, Tafel 1 sind fiir eine Eisenkugel die Curven
dargestellt, welche den auf Seite DO fiir eine Kupferkugel ge-
gebenen entsprechen. Dabei ist der Widerstand des Kisens
gleich dem Gfachen des Kupfers angenommenen, und 476 =200
gesetzt. Die dargestellten Geschwindigkeiten sind &usserst ge-
ringe, nimlich eine Umdrehung in 10 Sekunden und eine Um-
drehung in D Sckunden; schon hier macht sich also die Selbst-
induetion recht hemerklich. Vgl. Taf. Th.

2. Wird o sehr gross, withrend 6 einen endlichen, iibrigens
beliebigen Werth behiillt, so wird, wie man leicht aus den
Formeln ableitet, die Erscheinung derjenigen in unmagnetischen

Kugeln durchaus dlinlich werden. Auch hier ist schliesslich der
Tr
- E‘

ist identisch mit derjenigen, welche in der unmagnetisehen Kugel

bei einer (1 + 4n#)fachen Geschwindigkeit besteht.

Drehungswinkel in der Aussersten Schicht Die Iorscheinung

Die er-

zeugte Wirme ist dann Y1 4470 mal grisser als in der mit
gleicher Geschwindigkeit bewegten unmagnetischen Kugel.

§ 7.

Yerwandte Probleme.

Es sollen in diesem Paragraphen einige Probleme be-

sprochen werden die mit den friher behandelten in engem Zu-
sammenhange stehen. .

¥} Eine Folge davon, dass in dieser Schicht fiir grosse #, nach den
Gleichungen fiir y

Nr_ E)Xﬂ =“ iﬂt-

or

Grodse Ge-

schwindigkeiten, {§

i &
I__J.
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L.

Sehen wir von der Selbstinduction ab, so kinnen wir die
Kenntniss der Stromung in einer Kugel dazu benutzen, um die

Beliehige Ro- Stromung in einem beliebig gestalteten Rotationskdrper zu be-

8| tationskdrper.

stimmen, oder doch deren Bestimmung aul eine einfachere Anf-

gabe zuriickzufiihren.
Es sei S der Rotationskorper, » seine nach innen gekehrte

Normale. Wir beschreijen um ihn eine Kugel von beliebigem
Radius. Seien w, v, w, die Stromungen, welche in letzterer
stattfinden wiirden, und

N=u,cos8a + v, co8db + w,co8¢
die Stromung in Richtung der » an der Oberfliche von S. Be-
stimmen wir w, v, w, so, dass

xui=—%%
0, = — 5
%“’?+%?—+_BE:‘:=
uy COS @ ~+ v, €08 b + wy cos ¢ = — NN,

so sind offenbar
u, + ug, v; + vy wy Wy
die gesuchten Stromungen in S. Die Aufgabe ist also auf die
einfachere zuriickgefiihrt:
Eine Funktion ¢, so zu bestimmen, dass im Innern von

S Ap, = 0 und an der Oberfliche %:Z— = » IV, gleich einer

gegebenen Funktion, ist.

1. Es sei beispielsweise eine geradlinig bewegte Platte
einseitig begrenzt durch die Gerade ¥ = b. Es sei die dussere
Potentialfunktion aufgelost und ein Glied derselben

A ¢ " cos rq cos s

(g3

Dann fanden wir fiir die Stromung in der unendlichen

Platte

W d % . sin COS s &
= —— 7 s E.
1 " » L] .

Also ist die Stromung senkrecht zur Grenze

Ay - ™ e
o 0y - n X

Geradlinig be- 1 :
grenzie Platien, |

« 1 €08 8.

Daraus folgen fiir ¢, die Bedingungen:

) =
(‘Pa_l_af}”g:{},

0z Dy,
und fiir & = :
Baq; _ '-;: : oS 7 9 COS 3_.5.
Also ist:
9, = % a ¢ cos rq cos sb.

Zu ¢, gehort die Stromungsfunktion

ro® e (b ).
Y, = . = . ¢ T (—Ogin py cos ek, |
n x Ei

und es wird daher die gesammte Stromungsfunktion

- —

r® _ph o
Yy Y, = —_ ¢ "‘bsmrq {eﬁcﬂsab—a”'ﬁﬂssg}.

- - — kL R
L o e

Durch Summation iiber alle Glieder folgt die vollstindige
Losung. Aehnlich ist die Lisung fir beiderseitig begrenzte
Streifen. : _

2, Um die Stromung in einer begrenzten rotirenden I
Scheibe zu bestimmen, sei ein Glied der @ussern Potentialfunktion '

A e ™ cosia J' (ng). 1

L

Dann war:
(1]

T . : '
= — 8l 20 J* .
Y s to J*' (ng)

Also die Stromung in Richtung des Radins nach innen
fir die Grenze, fiir ¢ = R: 3
dy J' (n R)

kR

{0 ' .
= — — (08 1@
x 1

ROw
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Daraus folgt, wie oben: Dann gelten fiir ¢y ; die Gleichungen:

.. _ Begrenzie . T 4 o ¥V . —_ 09 :
Eﬂhﬂ“ﬂ P = — @~ J' (n R) (—R—) COS ¢ w. F=—tg + & X
Nach Bestimmung der diesem ¢, entsprechenden Stro- = — 9¢ + &9

mung v, folgt die gesammte Stromung: dy
W, + P, = W 1% SN im !RIJL(’HE)“E;J*(HRH. §= — & [_g + ES

x n It

Durch Summation sind wieder die vollstindigen Integrale
zu erhalten. In gleicher Weise lisst sich die Stromung fiir
Ringe bestimmen, die von concentrischen Kreisen begrenzt sind.

Im Allgemeinen wird weder die Auflosung nach einzelnen
Gliedern, noch die Bestimmung des Potentials ¢, zur Losung
der Aufgabe erforderlich sein, es wird geniigen, 1, so zu be-
stimmen, dass es in der Platte der Gleichung

%".3 ’:b'z ai wﬂ — 'U

fiir p = R

D, O
. ) e Py Pﬂ]
;lm+1}y-l.3.z—4ﬂlag Do |

Daraus folgt fiir ¢:
_ 4me (OX 0y  0F
T 14 47ms ( o, ::)

19 0z "oy D

oz y’ und fiir p = R:
entigt und an der Grenze derselben = — wird. [Linige Og; O dms
g. 8 .. ‘ . l ¥ 7 (1+4n£)~E}-—-—TE$~m—(mI+y?J+£H}.
einfache Beispiele werden in § 9 gegeben. Jo Jdo - o
IL Im dussern Raum muss sein #4¢ = O,

st wieder y, das nte Glied des iiussern Potentiales, so ist,
wie oben (Seite 10):
X 09 03 Jy,

ﬂfﬁ;_l_ﬂ:?m 0z
itn )

X +yd 4+ 23 = m(g’ 5, — ")

In Leitern bringen die elektromotorischen Krifte elektro-
dynamischen Ursprungs dieselben Wirkungen hervor, wie die
b coow<riete jhnen numerisch gleichen Krifte elektrostatischen Ursprungs.
| Findet das Gleiche in dielektrischen Mitteln statt, so miissen

Kugeln aus dielektrischem Material, welche im magnetischen
Felde rotiren, eine Polarisation annehmen. Seien

' mm+ mgri , Um die Bedingungsgleichungen zu erfiillen, setzen wir:
: o p=¢ + ¢

die Componenten derselben, 0. _ dns ® ( 2 O nzy )
¢ (Zahl) %) P T T dmen+ 1\¢ 9z L

die Dielektricititsconstante.

o 4re o (R)"H"ﬂl n ( o dy, )
Ve T dnen+1]\e 24+ 1\2n41 0z Kn

¢
+(R.'M R‘.’t ax”
o/ 2n+1 0z

#) Die Einheiten sind wieder derart, dass die Lichtgeschwindigkeit

—lﬁ nicht aunftritt, die entsprechenden Gridssen in agnetischem Maasse

gind gleich A%, A%, 4%, A%.




Erde im die-
lektrischen

18

¢; geniigt der partiellen Differentialgleichung, welcher ¢ ge-
niigen soll. ¢, ist so gebildet, dass es 1. der Gleichung

4 ¢y =0
geniigt, 2. an der Oberfliche der Kugel mit ¢; zusammenfillt.

Dass erstere Bedingung erfiillt ist, erkennt man daraus, dass
die iiterstrichenen Ausdriicke Kugelflichenfunktionen (n -+ 1)ten
und (n—1)ten Grades sind, wie man leicht nachweist. Durch
Einsetzung von ¢° + ¢’ in die Bedingungen fiir ¢ erhilt man
fir ¢' die Gleichungen:

d¢' uberall = 0, ¢’ stetig,
fir p = R:
Og; D9, Dgq
d¢ ~ D¢ ' Bg’
deren Erfillung keine Schwierigkeit hat, da wir ¢° schon als
Summe von Kugelfunktionen dargestellt haben.
~ Von besonderem Interesse ist der Fall, dass ein kugel-
formiger Maguoet in einem, ihn umgebenden ruhenden Dielek-
trikum rotirt, da die Erde ein rotirender Magnet und der Welt-
raum nach der Annahme vieler Physiker ein Dielektricum ist.
Um in diesem Falle das elektrische Potential zu bestimmen,
haben wir zu beachten, dass die Erde ein Leiter ist, es wird
daher auch in ihr eine Vertheilung eintreten, die auf das Die-
lektricum zuriickwirkt, und zur Folge hat, dass an der Ober-
fliche der Erde das Potential constant wird.
Ist ¥y = =y, das Potential der Erde, so ist die Aufgabe
diese:
¢ s0 zu bestimmen, dass im Aussern Raum

(14 4nme)

dne Oy
1 + 4?I£ir2ﬂﬂi§;’

AP =

und an der Oberfliche ¢ = const ist.
Man findet leicht:
4me R*—¢" By,
=1 +4ﬂ*£m22n+1 dz°
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Fiir die Steigung des Potentials an der Erdoberfliche folgt
daraus:

do dme 1 By,
Do 1+ 4n523”22n+1 8z

Bei Weitem der grosste Theil der erdmagunetischen Kraft

rithrt von den Gliedern her, fiir welche n == — 2, oder doch
klein ist. Annihernd konnen wir daher setzen
8¢ _ _4me 2 R E

9¢ 1+4ne 3 0z

-~ ist die gegen den Nordpol des Himmels gewandte Compo-

nente der erdmagnetischen Kraft.

4ne
1 +4ns

nahe an 1 sei, so erhilt man fiir die elektrischen Steigungen
Werthe, die von der Ordnung von 1 Daniell auf 50 m., also

ausserordentlich klein, sind. Zu dem obigen Werthe von ¢
const

Nimmt man an, dass fir den Weltraum sehr

hinzutreten.

kann iibrigens noch ein Glied von der Form

Der Werth desselben hingt ab von der Menge ger freien Elek-
tricitit, welche die Erde mit sich fithrt, und ist nicht Null,
wenn diese Menge Null ist; die Ordnung der berechneten Krifte
wird aber durch dieses Glied nicht geindert.

ML

Rotirt eine beliebig magnetisirte Kugel in einer Fliissig-
keit, die selber leitet und die Oberfliche der Kugel leitend be-
rithrt, so wird die Kugel in der Fliissigkeit Strome verursachen,
die im Allgemeinen nicht mehr in concentrischen Kugelschaalen
erfolgen, sondern den Magneten durchsetzen.

~ Die Bestimmung dieser Strome hat, von der Selbstinduction
abgesehien, keine Schwierigkeit mehr, ich will auf die Rech-
nungen nicht eingehen. Figur e, Tafel 1 soll den einfachsten
Fall veranschaulichen: Eine homogen magnetisirte Kugel ro-

Kugelfirmiger §

Magnet in elner
Flitssigkeit.

—_ -
o TR ! e T F

RRFD y |"|..,.:“ s

pid o
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tirt um ihre magnetische Axe. Die gezeichnete Figur stellt
die Stromungslinien in einem Meridianschnitt dar. Die Form
derselben ist hier unabhingig von den Widerstinden der Fliissig-
keit und des Magneten. Die Intensitat aber wird Null, wenn
einer derselben unendlich wird.

§ 8.
Losung fur die Formeln des Potentialgesctzes.

Ich bLabe bisher fiir die inducirten -elektromotorischen
Krifte diejenigen Formen angenommen, welche Herr Jochmann
fiir dieselben aus dem Weber'schen Grundgesetze abgeleitet hat.
TIch will jetzt untersuchen, welche Aenderungen die Resultate
erleiden durch Anwendung der aus dem Potentialgesetz folgen-
den Formeln, welche im 78. Bande des Borchardt’schen Jour-
nales gegeben sind.

Bezeichnen X, 3, 3 die bisher angenommenen elektromo-
torischen Krafte, X', 9)', 8' die aus dem Potentialgesetz fol-
genden, so ist

. A 0
0
¥ =9 gy (a0

0
3' =S—MW(VJ}'—U3}.

Wir haben aber auf Seite 36 gesehen, dass fiir alle in

der Untersuchung vorkommenden U V W wird:
p = w (Ve — Uy).

Man ibersieht sofort, dass wir die bisherigen Lisungen
in Bezug nuf u, v, w, w, 2, unverindert beibehalten konnen.
Die einzige Aenderung, welche wir vorzunehmen haben, ist die,
dass wir fir das Potential der freien Elektricitit ¢' jetzt zu

setzen haben
¢ = const.,

und, wenn urspriinglich freic Elektricitit niecht vorhanden war:
¢ = 0.

81

%

Auf einer unendlichen Kugel oder ebemen Platte muss

immer sein
¢ = 0. |

Zu dem gleichen Resultate ist Herr Maxwell gelangt, in-
dem er von den Gleichungen des Potentialgesetzes fiir ruhende
Leiter ausging. Verwirft man die Glieder e« U4+ 8V + ¢y W
in den Formeln der elektromotorischen Krifte fiir bewegte
Leiter, so sind auch die Gleichungen fiir rohende Leiter abzu-
indern, und die Gleichung

¢ =0
gilt dann nicht mehr.

§ 9.
Speeiclle Fille und Anwendungen,

Zum Schlusse sollen die gefundenen Formeln auf einige
specielle Fille angewandt werden.

1. Ein einzelner Magnetpol von der Intensitit 1 bewege
sich geradlinig parallel einer unendlich diinnen ebenen Platte. In
den Fusspunkt des von ihm auf die Platte gefiillten Perpen-
dikels werde der Anfangspunkt der E#{ gelegt, die negative Magnotpol iiber
n-Ache falle mit der Richtung seiner Bewegung zusammen). gjier ebenen
Die Coordinaten des Poles seien 0, 0, — ¢, dann ist sein Po-

tential:
1 1

x_ ——

Ve +QCt+ef 7

Also wird das inducirte Potential erster Ordnung fiir po-

sifive {:
o0

2 0
9 = ngfaﬁ 4

- k "f=+ g‘! . .

*) Dann wird « positiv.

b
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Daraus folgt das Potential zweiter Ordnung:
' o0

2ne (*00,

p Jaq ac

(27 )2 0 {{e+l—m)y
( k 0 7° + &* l

2, =

_(2me 1 H “‘_-:;_"
=(= )§“+af,‘+w“(""+c " -rl‘

In derselben Weise kann weiter gerechnet werden.

Fir die Strdmungsfunktionen erster und zweiter Ordnung
erhalten wir: '

_® 7 _
wl'—' J{.’ ﬂﬂ__l__g!-(l -j‘)
== _—1 .

k r(rt+e 7

. o 2 T;'& "l"ﬂffﬂ
Vo= — 2H(k) (M —c*) (r+4e¢) s

worin jetzt »° = &' + ¢ ++ * ist.
In der #-Achse ist: (¢ = 0)

— 9 (£= ¢
?i’!"i"_' T &') {f-l-t_’,')?‘j

also

k

Als den Mittelpunkt der Erscheinung konnen wir den
Punkt ¥ = 0, ¢ = O bezeichnen, derselbe erscheint also in

o 1 Qmec
‘P-‘P:"‘-%ﬂ“z—k {?‘+ﬂj¥(’? )

Folge der Selbstinduction verschoben um die Strecke —2—,{—

Verschiebung

der Tnductionser. WD zwar bleibt er um die genannte Linge hinter dem be-

Pehetnung. wegten Pole zuriick. Das gleiche gilt von der gesammten Er-

scheinung in der Nihe des Pols.
Fiir unendliche Geschwindigkeiten wird

*) Dies Resultat stimmt vollstiindig mit dem von Herrn Jochmann
erhaltenen iiberein.
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1
ﬂ—l—- = T X= o
— I
v 2’
fiir sehr grosse Werthe von ~----F
k Oy
} — — &
“ X Eﬂ::r.j ar
o
1 ko n(l+e)
= — — 4 — — 3
r 2 r(r'—q’)
] k ne )
. l 1 '
v 27y ( 2me 4
Auch hier ist die Abscisse des Punktes £ = 0, y = 0:
2rece
N = _mrj

da aber dieser Werth sehr gross ist, und unsere Formel nur
fiir endliche ¢ gilt, so ist cr nicht als exact zu betrachten.
Das Potential der freien Elektricitit in der Platte ist:

3K
P = ﬂffa— (x + 2)dg,
. 7

also fiir kleine Geschwindigkeiten:

Die Niveaulinien haben also in diesem Fall dieselbe Form
wie die Stromlinien. Fiir sehr grosse Geschwindigkeiten ist:

¥ .
- 0%, = ME
¥ = Eﬂf&lig dy = 2 o (r'—q')
o

welche Formel im Unendlichen ihre Giiltigkeit verliert.

Die hier entwickelten Formeln sind durch Tafel 2 und 3
veranschaulicht. Die der Zeichnung zu Grunde gelegten An-
nahmen sind die folgenden:

G
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%! ciner Scheibe,
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Die Platte 13t von Kupfer (also » = 227000), ihre Dicke
ist 2mm (also & = 113500). Der Abstand des Pols von

Za Tatel 2 der Platte ist 30 mm. Die eingeschriebenen Werthe von

w geben absolutes Maass, wenn die Stirke des Pols
mm gy mgr 3
sec

= 13700 ist.

mtr

sec
(@ = 5000), dabei stellt a die Erscheinung ohne Beriicksich-
tigung der Selbstinduction, & mit Beriicksichtigung derselben dar.

Auf Tafel 2 ist die Geschwindigkeit des Pols b

Tafel 3¢) giebt die Erscheinung fiir die Geschwindigkeit

e geltenden Formel.

m
100 j, berechnet aus der fiir grosse
sec k

Bei dem gewihlten Werthe ist allerdings die Anniberung noch
keine sehr vollkommene. Tafel 3 d) entspricht unendlicher
Geschwindigkeit des Pols, in die Zeichnung sind auch die Ni-
veaukurven des elektrischen Potentials eingetragen. Die ein-
geschriebenen Werthe des letzteren bedeuten Millionen der von
uns gebrauchten LEinheiten.

Der Zusammenhang der verschiedenen Zustinde geht aus
den Zeichnungen selbst klar hervor.

2. Ein ruhender Magunetpol befindet sich iiber einer ro-
tirenden unendlichen Scheibe. Die 2z Ebene werde durch den
Pol gelegt. Neben den xyz filhren wir die §#{ ein, deren
Nullpunkt der Fusspunkt des vom Pol auf die Platte gefillten
Perpendikels sei. Uebrigens sei

Also

also, da

2rwa POy
&=—"=) 5, &
g
__ 2mnwa q _(1 Lk t:)
Tk ¥ r

. wa 7
= r(r4c) |
Die Form der Stromungskurven ist also unabhingig vou
der Entfernung des Pols von der Achse®). Fiir die Induction
zweiter Ordnung findet man

o =(2ﬂ:ﬁ])ﬂm ) ‘(§+c—ﬂ_ﬂ£

o k Dw 49

Va= — (-E_.ZET ¢ f}am (?' -f— c)

- 2 2
= —2n(20) (i 3
- ﬂ-( k (1 —c) (r+c)r T @ [r+c})’

welche Formeln im Unendlichen keine Giiltigkeit haben.

=& —a Bei kleiner Drehungsgeschwindigkeit, und falls der indu-

7= cirende Pol nicht sehr nahe an der Achse liegt, konnen wir

— . den Punkt ¥ = 0, v = 0 als den Mittelpunkt der Erscheinung
also | ” bezeichnen. Die Ordinate desselben wird gefunden
2 = 9 + § 2 7 0 : 2mwac t
Jw O | Oy 0% o = : :!.
a ist der Abstand des Poles von der Rotationsaxe, sei ¢ 5
sein Abstand von der Platte. Dann ist #) Wie schon von Herrn Jochmann gefunden. 4
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In der Nahe des Pols ist also die Erscheinung in Folge

Drehung der . . . .
Inductionser- (ler Selbstinduction gedreht um den Winkel
scheinung. .

2ntwc
k 3

im Sinne der Drehungsrichtung der Scheibe.

3. Ich will die Formeln jetzt aunf ein neues Beispiel an-

~ wenden. Ueber die rotirende Scheibe
Geradlinige

begrenzta
Scheibe. Richtungen von gleichen Stromen von der Intensitit 1 durch-
flossen sind. Fiir einen einzelnen Strom wiirden die inducirten
Strome in der unendlichen Scheibe unendlich werden.

Die Coordinaten der Punkte, in welchen die Drihte die
y 2 Ebene durchsetzen, seien 0, @, — ¢, und 0, o, —

1st dann fiir positive z:

x = aretg (y:_-ﬂ) arctg ('y_ﬂ,n).

¢, es

z 2t ¢

Daraus folgt durch die mehrfach angewandten Formeln,
wenn » und », die senkrechten Abstinde von den Driihiten be-

zeichnen:
_ 2nw ( ' )
2 & Ig "

o= 2ou()

b

der freien Elektricitit in der Platte

r
¢ =wy ]g(*}_)’

1

Fiir das Potential
findet man

die Linien gleichen Potentials sind also Gerade, welche den
Zu Tafel 4a. Drihten parallel laufen. Auf Tafel 4a) sind die Stromlinien
fiir den Fall gezeichnet, dass

¢=¢ = 10mm, ¢ = —a = 20 mm ist.

Da iibrigens im Unendlichen die Stromungen unendlich

T

k

werden, so wird man sich ausserordentlich klein denken

migen parallel der
B Sutmeundun- p Achse zwei Driithe gespannt sein, die in entgegengesetzten
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miissen, um noch in einem endlichen Gebiete eine gute An-
nitherung zu erhalten.

Da ferner alle Strome im Unendlichen geschlossen sind,
liisst sich nicht ohne Weiteres von der unendlichen anf die
begrenzte Scheibe schliessen.

Ieh will deshalb nach der § 7 entwickelten Methode die
Stromung unter ibrigens gleichen Umstinden in einer endlichen
Scheibe berechnen. Der Radius der letzteren sei I,

Die exacte Losung des Problems erfordert die Entwicke-
lung ziemlich complicirter Funktionen in sinus- und cosinus-
Reihen, ich mache deshalb die vereinfachende Annahme, dass
der senkrechte Abstand der stromtragenden Drihte vom Mittel-
punkt der Scheibe gross gegen die Dimensionen der letzteren
sel.

Sel zunichst wieder

c=¢c¢, a =—ada.

n=ioke(7)

nach Potenzen der Coordinaten und vernachlissigt die hoheren
Potenzen des Ausdrucks

LEntwickelt man

"?E
¢ + a’ ’
so erhilt man:

2axy 2ay® 2 (B’ — a’)
Y, = 2 3 o [ 2 O I AT
¢+ a 3(c* + a’)
? ¢in 2 30t —a . ind
_ ag sih !m (‘3: a zmﬂ g*(ﬁmﬂm 8 : 0]
¢+ a 6{c’+ a’) 2

Das entsprechende v, (§ 7, I, Schluss) ist:

(3¢’ —a’)a
6(c* + a')°

g"t sin 4 m)
3 .

__ag'sin 2w
Vs =~ a4

Also wird:

0’ (R2 sit 2w

a(3c"—a’) ,
6{c' + &' €

——
——

sin 2m (R* — o).

Geradlinige
Atréme und be-
grenzie Schelbe.

”
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Zu Tafel 4 b,

Zu Tafel 5.

Rotirenda

Hoblkugeln,

Aunsfithrung
i von Versuchen.

88.

Die Form der Stromung ist also unabhiingig von dem Ver-
hilltniss a : ¢, ihre Intensitat ist aber wesentlich von demselben
bedingt. Ist a = 0 oder @ = V3 + ¢, so wird sie gleich Null.
Ist a{cV3, so ist die Richtung der Strome dieselbe wie in
der unendlichen Scheibe, ist @ ) ¢ V3, so wird sie die entgegen-
gesetzte. Bei genauer Betrachtung der Vertheilung der wirken-
den Kriifte lasst sich dies zuniichst auffillige Resultat wohl ver-
stehen. Die Form der Erscheinung ist in Tafel 4b dargestellt.

Ebenso lisst sich die Aufgabe fiir eine beliehige Lage der
Drihte losen. Riickt der eine derselben ins Unendliche, so
bleiben in der endlichen Scheibe die Strome eundlich, und wir
erhalten, unter Bewahrung der ersten beiden Potenzen der Di-
mensionen der Scheibe:

o
W = 8 (¢ + a?) ¢ COS m (Ri_(?“}

a(3e"—a*) ,
12(c*+ a7y @

Der Zusammenhang mit dem vorigen Resultat ist leicht
ersichtlich.

Auf Tafel 5 sind zwei besondere Fille dargestellt. In )
geht der geradlinige Draht durch die Rotationsaxe in hinreichen-
der Entfernung von der Scheibe, es verschwindet in diesem
Falle das zweite der oben beibehaltenen Glieder. In b) liegt
der Draht in der Ebene der Scheibe und zwar in derjenigen
Entfernung von derselben, in welcher er in der Figur selbst
dargestellt ist.

‘4. Sollen iitber die Drehungserscheinungen der Induction
messende Versuche angestellt werden, so sind zu denselben
durchaus diinne Hohlkugeln zu verwenden, da fiir diese sich
die Rechnungen leicht und exact ausfiihren lassen. Die ein-
fachste Form des Versuches wiirde die sein, dass man eine
solche Hohlkugel unter dem Einfluss einer constanten Kraft
rotiren lisst. Die Drehung der Stromebenen kann entweder
durch den Einfluss derselben auf einen sehr kleinen Maguet,

sin 2 @ (R*— g*).
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oder besser auf galvanometrischem Wege nachigewiesen wer-
den.

Ieh will fiir ein Beispiel den Drehungswinkel und das
magnetische Moment der rotirenden Hohlkugel hestimmen.

Die Kugel sei von Kupfer, ihr Radius 50 mm, ihre Wand-

stirke 2 mm; da » = 1, ¢« = 1, so hat man:

und fiir das Moment der Kuagel findet man leicht, wenn 7' die
inducirende Kraft ist:

R?sind

M=1 5

Ist ¢ die Zahl der Umdrehungen in der Seckunde, so ist

w = 2nq,
und da £ = 113500, so findet man
tg d = 0.0116 q.
Hiernach ist die folgende Tabelle berechnet:

Ii-:f___- - — —— e — - ‘ﬂju Y

q d Vi q d Vi
H 3" 1Y 3614 80 42" 51’ 42600

10 6" 27 7178 00 46" 13 45100
20 13" 3 14110 100 49" 15 47310
3 19" 10/ 20520 200 667 40 HT360
40 24" b3 26290 H00 807 15’ 61570
H0 30" 6O’ 31540
GO | 54" 4V 30630 oo 00" 62500
01 39" 4 39380

5. Die Tafeln 6. und 7. sind dazu bestimmt, den Stro-
mungszustand in Vollkugeln zu veranschaulichen, welche unter
dem Einfluss einer constanten zur Drehungsaxe senkrechten
Kraft rotiren.

TRotirende
Yollkngeln und

conastante Kraft, |
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Die geschlossenen Strombahnen sind hier simmtlich Kreise,
deren Ebenen der Drehungsaxe parallel sind. Kennt man da-
her die Stromdichtigkeit in der Ebene des Aequators, so ist es
sehr leicht, dieselbc in allen andern Punkten zu bestimmen.
Fir die # y Ebene ist aber in unserm Falle v = v = 0, also
die Stromdichtigkeit = w. Die Zeichnungen stellen nun die
Dichtigkeit der Stromung in der genanunten Ebene durch die
Curven:

w = const.
dar.

Die eingeschriebenen Werthe von w geben absolutes Maass,
wenn die wirkende Kraft

1
magnr < .
T = 289 9, - ist.
M 5 Sec

Die Grosse der Kugeln ist die gezeichnete (R = 50 mm).

Auf Tafel G ist eine Kupferkugel bei & Umdrehungen in
der Sekunde dargestellt, (in a ohne Beriicksichtigung der Selbst-
induction).

Auf Tafel 7 a ist dieselbe Kugel dargestellt bei 50 Um-
drehungen in der Sekunde.

Figur b derselben Tafel giebt die Stréomung in einer Eisen-
kugel bei 5 Umdrehungen in der Sekunde. Dabei ist der Wi-
derstand des Eisens gleich dem G fachen des Kupfers und 476
= 200 angenommen. Man sieht, dass schon bei der genannten
missigen Geschwindigkeit eine Vernachldssigung der Selbstin-
duction darchaus keine Annidherung mehr bieten wiirde.

6. Ein haufig ausgefiihrtes Experiment besteht darvin, dass
leitende Kugeln, welche zwischen den Polen eines nicht erregten
Elektromagneten rotiren, durch plotzliche Erregung desselben
zur Ruhe gebracht werden. Die Theorie dieses Experiments
ist sehr einfach, wenn man das magnetische Feld als homogen
betrachtet, von der Selbstinduction absicht, und die Strimung
in jedem Augenblick wie eine stationire behandelt. Ist 7' die
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magnetische Kraft, welche in Richtung der = wirkt, so ist die
dussere Potentialfunktion

x = — Tosindcos m,
also
() J— . .
Y= 5 T'¢" sin @ sin w,
und demnach die erzeugte Wirme: (§ 6.)
R Te
w2l 1o
IhH *

Ist /7 das Trigheitsmoment der Kugel, m, ilre Geschwin-
digkeit zur Zeit ¢ = 0, und rotirt sie olme den Einfluss fiusserer
Kriifte, so ist die Gleichung ilirer Bewegung

£
F o' 27 T R® . Fo;
5 - T fm dt =
0
oder
Dm TR

— —_—

1D e
M= w, ¢

Ist ¢ die Masse eines Cubikmillimeters der Substanz, so ist

8
F =
1 g R,
also 12
—_—t
L -'-lg,a

Ein analoges Gesetz gilt, wenn sich die Kugel unter dem
Einfluss rotirender Magnete in Bewegung setzt.

Kugeln verschiedener Radien und Hohlkugeln werden mit
gleicher Schuelligkeit in Bewegung geseizt und zur Ruhe ge-
bracht. Dies entspricht in der That einer Beobachtung von
Matteucci®).

Der Winkel welchen die Kugel nach Erregung des Elektro-

"magneten noch zuriicklegt, betrigt:

o0

jmdt: 4—£§£ 0, -

o

*) Wiedemanu, Gebramimus, § 878,

Beobachtung
Matteucei's,
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Fiir stark magnetische Kugeln findet man:
oo

jmdt=

0

4qx
07

W, .

Hiernach ist die folgende Tabelle berechnet. In derselben
ist T = 5000 angenommen, was einem missig starken Elektro-
magneten entspricht. Die Aufangsgeschwindigkeit ist gleich
oiner Umdrehung (27) in der Sekunde genommen. Die zuriick-
gelegten Winkel sind in ganzen Umdrehungen angegeben. Die
relativen Werthe gelten fiir jedes 7' und jedes w,.

Stoft: f wdt
E

Aluminium 0.14
Eisen . 0.16
Silber . 0.27
Kupfer 0.31
Neusilber . 3.90
Graphit 27,2
Conec. LOsung von

Kupfervitriol . |ca. 544000

7. Dampfung in einem Galvanometer.

In einer leitenden Hohlkugel schwinge ein Magnet, der-
selbe sei entweder sehr klein, oder habe angenihert die Gestalt
einer homogen magnetisirten Kugel, ist dann M sein Moment,
so ist in der Hohlkugel

M
y = — — smnébcosw,
also
: w M . *
Y = sin @ sin w

und die erzeugte Warme per Sekunde:

8 Mo’ (1 1
=% 5 w)

3 x r R
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wenn, wie immer, » den innern, R den Ausseren Radius der
Hohlkugel bezeichnet.
Es sei jetzt ¢ der Aunsschlag der Nadel aus der Rubelage,
I" das Triigheitsmoment derselben, dann sind ihre Schwingungen
bestimm{ durch die Gleichung:
d¢ MT
i T

Schreiben wir dieselbe

doy
F|—- 2 2

so sehen wir, dass

9 P _ .
@ + 2s .-;.Et_o'

2
s F(—ﬂ—{f) d
dt

die withrend d¢ erzeugte Wiirme ist, und dass wir also haben:

_4x M ( 1 1 )

* T3 ¥F\¥ R/
Ist £ klein, so erhiillt man daraus fiir das logarithmische

Decrement der Nadel:

2 o 13
l=4?I‘R ?V M

3 Rvr T
Damit der aperiodische Zustand eintrete, muss sein:
EN MT
F ?
oder:

Rory32y/ 11
R 4 M®

aus welcher Gleichung sich, bei gegebenen T, F, M, x leicht
die zur Erreichung des aperiodischen Zustandes nithige Dicke
cines Dampfers berechnen liisst.

Aperiodiacher

Zustand,
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THESEN.

1. Ein Fehler von Y/, des wahren Werthes bildet die Grenze
fiir die winschenswerthe Genauigkeit, ein Febler von Y/ des
wabren Werthes die Grenze fir die miogliche Genauigkeit in
der Bestimmung einer physikalischen Constanten; genauer als
bis auf /500 ibres Werthes lisst sich kaum eine physikalische
Constante auch nur definiren.

2. Obgleich es verfehlt sein wiirde, im Verlaufe einer Unter-
suchung eine vorgefasste Meinung bestiindig festzuhalten, so ist
doch im Beginn der Untersuchung eine solche vorgefasste Mei-
nung nicht nur nicht schiidlich, sondern sogar nothwendig.

3. Die untergeordnete Stellung, welche in dem Gymnasial-
unterricht die Studien mathematischen und naturwissensehaft-

lichen Inhalts gegeniiber den humanistiselien Studien einnehmen,
1st gerechtfertigt. '

VITA.

Henricus Rudolphus Hertz Hamburgensis natus sum die XXII mensis
Fobruarii a. h. s. LVII, patre Gustave I, Hertz, I. U. D,, matre Elisabetha,
quos bona valetudine frui magnopere gaudeo, Fidem profitcor evan-
gelicam.

Accepto a. h. s. LXXV, wense Martio, gymnasii Hamburgensis testi-
monio maturitatis, quum architecturae civili operam navare tunc mihi esset
consilium, primum quidem Francofurti quotidiana exercitatione eius artis
elementa addidici, ut praescribebant leges; deinde academias frequentavi
polytechnicas Dresdensem et Berolinensem, ubi studiis inenbui praecipue
mathematicis et physicis. Militandi officium praestiti Borolini ab octobre
anni LXXVI ad octobrem anni LXXVIL. Ex quo tempore, imwmutato
consilio, totum me tradidi studio seientiac physicae, interfui per bis sex
menses in universitate Monacensi scholis, frequentavique per reliquum ad
hune diem tempus hane academiam Berolinensem, a cuius ordine philoso-
phorum etiam mihi delatum est praemium mense Augusto superioris anni.

Magistris glorior viris doctissimis: Aron, Bacyer, Beetz, Bezold,
Borchardt, Fuhrmann, Helmholtz, Jolly, Konigsberger, Kirchhoff, Kummer,
Lische, Narr, Pringsheim, Ridorff, Schultze, Zeller.

Quibus omnibus optime de me meritis gratias ago waximas, imprimis
viro illustrissimo Helmholtz, qui qnod tempus exercitationibus laboratorii
eius interfui, clementissimis semper me consiliis adiuvare et augere voluit,
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